
1 ‚È¯Ò·˘Â ÌÈ˜ÈÙ ËÙ˘Ó ∫ÌÈËÂ˘Ù ÌÈ¯

‡Â·Ó
 ÈÊ‡ ̈ ÈÚÂ·È¯ ‚È¯Ò ÔÂ˙ ̄ ˘‡Î‚È¯Ò· ÚÏÂˆÓ‚È¯Ò· ÚÏÂˆÓ‚È¯Ò· ÚÏÂˆÓ‚È¯Ò· ÚÏÂˆÓ‚È¯Ò· ÚÏÂˆÓ˙„ÈÁÈ ̄ È„‚ Æ®± ̄ ÂÈ‡© ‚È¯Ò‰ ̇ Â„Â˜ Ì‰ ÂÈ„Â˜„Â˜ ̄ ˘‡ ÚÏÂˆÓ ‡Â‰ 

Æ˙ÂÎÂÓÒ ‚È¯Ò ˙Â„Â˜ È˙˘ ÔÈ· ˜Á¯ÓÎ Í¯Â‡

 ˜ÈÙ Ï˘ ËÙ˘Ó‰(Pick) È„È≠ÏÚ ÔÂ˙ ‚È¯Ò· ÚÏÂˆÓ Ï˘ ÁË˘‰ ∫¯ÓÂ‡ 
  

1

2
B + I – 1 ¯˘‡Î ªI˙Â„Â˜ ¯ÙÒÓ ‡Â‰ 

 ÚÏÂˆÓ‰ ÍÂ˙· ‚È¯Ò‰(Interior)≠Â ̈B  ÚÏÂˆÓ‰ ̇ ÂÚÏˆ ÏÚ ‚È¯Ò‰ ̇ Â„Â˜ ̄ ÙÒÓ ‡Â‰ (Boundary)¯Â·Ú ̈‰Ó‚Â„Ï Æ

¯ÂÈ‡· ÚÏÂˆÓ‰1   ¨B = 9 , I = 2 ‡Â‰ ÁË˘‰ ÔÎÏÂ 
  

1

2
⋅ 9 + 2 − 1 = 5

1

2
 ©ÍÂ˙Ó ˙‡Ê ¯˘‡Ï Ï˜  Æ®ÁË˘ ˙Â„ÈÁÈ·

ÆËÂË¯˘‰

‚È¯Ò·˘Â ÌÈ˜ÈÙ ËÙ˘Ó ∫ÌÈËÂ˘Ù ÌÈ¯

¯Èˆ˜˙
ÌÈÓÂÁ˙Ó ÌÈ‡˘Â Ï˘ ·ÂÏÈ˘ È„È≠ÏÚ ÌÈ¯ÙÒÓ‰ ˙¯Â˙· ÌÈÈÒÈÒ· ÌÈ‡˘ÂÏ ˙È˙ÂÊÁ ‰˘È‚ ‚ÈˆÓ ¯Ó‡Ó‰
˙ÙÈÙÁ ̈ÚÏÂˆÓ· ̇ ÂÈÂÂÊ ÌÂÎÒ ̈˘ÏÂ˘Ó Ï˘ ÁË˘ ̈ÌÈËÂ˘Ù ÌÈ¯·˘ © ‰È¯ËÓÂ‡È‚ „ÚÂ ‰˜ÈËÓ˙È¯‡Ó ÌÈÂ˘
ÊÎ¯Ó· Æ®¯˘È Â˜ Ï˘ ÚÂÙÈ˘ ¨ÈÊË¯˜‰ ¯Â˘ÈÓ· ˙Â„Â˜ ÔÂÓÈÒ ¨˙ÈÏÈ·˜Ó· ÌÈÂÒÎÏ‡ ˙ÂÂÎ˙Â ÌÈ˘ÏÂ˘Ó
˙ÂÚÏˆ ÏÚ ‚È¯Ò ˙Â„Â˜ ˙¯ÈÙÒ È„È≠ÏÚ ‚È¯Ò· ÚÏÂˆÓ ÁË˘Ï ‰ÁÒÂ Ô˙Â‰ ˜ÈÙ ËÙ˘Ó „ÓÂÚ ¯Ó‡Ó‰

ÆÂÎÂ˙·Â ÚÏÂˆÓ‰
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Farey

± ¯ÂÈ‡

(c)      Ë¯ÂÙÒ‰Â ˙Â·¯˙‰ ¨ÍÂÈÁ‰ „¯˘ÓÏÂ Ú„ÓÏ ÔÓˆÈÂ ÔÂÎÓÏ ˙Â¯ÂÓ˘ ˙ÂÈÂÎÊ‰ ÏÎ 

 Æ®‰„È„· ̇ ÂÓÎ© ̇ Â„Â˜ Ï˘ ‰¯ÈÙÒ È„È≠ÏÚ ®‰ÙÈˆ¯ ̇ ÂÓÎ© ÁË˘ ·˘ÁÏ ÚÈˆÓ ‡Â‰ ÈÎ ÚÈ˙ÙÓ ‰Ê ËÙ˘Ó˙ÁÎÂ‰

Æ¯Ó‡ÓÏ ÁÙÒ· ‰ÚÈÙÂÓ ËÙ˘Ó‰



2‚È¯Ò·˘Â ÌÈ˜ÈÙ ËÙ˘Ó ∫ÌÈËÂ˘Ù ÌÈ¯

ÌÈ¯ÙÒÓ‰ ˙¯Â˙Ï ˙È¯ËÓÂ‡È‚ ‰ÓÂ¯˙ÌÈ¯ÙÒÓ‰ ˙¯Â˙Ï ˙È¯ËÓÂ‡È‚ ‰ÓÂ¯˙ÌÈ¯ÙÒÓ‰ ˙¯Â˙Ï ˙È¯ËÓÂ‡È‚ ‰ÓÂ¯˙ÌÈ¯ÙÒÓ‰ ˙¯Â˙Ï ˙È¯ËÓÂ‡È‚ ‰ÓÂ¯˙ÌÈ¯ÙÒÓ‰ ˙¯Â˙Ï ˙È¯ËÓÂ‡È‚ ‰ÓÂ¯˙

 ˜ÈÙ ‚¯Â‡È‚ ˙‡Ó ˜ÈÙ ‚¯Â‡È‚ ˙‡Ó ˜ÈÙ ‚¯Â‡È‚ ˙‡Ó ˜ÈÙ ‚¯Â‡È‚ ˙‡Ó ˜ÈÙ ‚¯Â‡È‚ ˙‡Ó(Georg Pick)

 ÒÂ‡‚ Ï˘ ÂÓÊ Ê‡Ó(Gauss)Æ˙ÂÈËÒÈ¯ÂÈ‰Â ˙ÂÈ˙ÂÊÁ ˙Â¯ËÓÏ ¨˙Â·Â¯˜ ÌÈ˙ÈÚÏ ¨È¯Â˘ÈÓ‰ ‚È¯Ò‰ ˘ÓÈ˘ 
¯·Î ˙Â·Ï ˙ÂÒÏ ≠ ‰ÚÂˆ ¯˙ÂÈ ‰·¯‰ ‰¯ËÓ ˘È ˙Â‡·‰ ˙Â¯Â˘Ï ¨Ï¢‰ ÌÈÓÂ˘ÈÈ‰ ÏÎÏ ‰‡ÂÂ˘‰·
Ï˘ ‰ÁÒÂ· ̆ ÂÓÈ˘ È„È≠ÏÚ ‚˘ÂÓ ‰Ê ̄ ·„ ÆÈ¯ËÓÂ‡È‚ ÒÈÒ· ÏÚ ÌÈ¯ÙÒÓ‰ ̇ ¯Â˙Ó ÌÈËÓÏ‡ ̈‰ÏÁ˙‰‰Ó
Æ‰ÈÏ‡ ·Ï Ì˘ ‡Ï ˘È‡ ‰˙Ú „Ú˘ ¨‰‡¯ ¨‰ÁÒÂ‰ ˙ÂË˘Ù ˙Â¯ÓÏ Æ‚È¯Ò· ËË¯ÂÒÓ˘ ÚÏÂˆÓ Ï˘ ÁË˘

Æ±π¥≥ ≠· ‰‡¯Î ËË˘ÈÊ¯Ë ÊÂÎÈ¯‰ ‰ÁÓ· Áˆ¯Â ±∏µπ ≠· ‰ÈÂ· „ÏÂ ˜ÈÙ ¯„ÒÎÏ‡ ‚¯Â‡‚ È‡˜ÈËÓ˙Ó‰
ÏÚ ÔÂ„Ï ‚‰ ÔÈÈË˘ÈÈ‡ Ë¯·Ï‡ ÈÎ ÌÈ¯ÙÒÓ  Æ‰ÈÎßˆ· ‚‡¯Ù Ï˘ ˙ÈÓ¯‚‰ ‰ËÈÒ¯·ÈÂ‡· „·Ú ÂÈ˙Â˘ ˙È·¯Ó·
ÂÁˆ¯˘ ÌÈÎßˆ‰ ÌÈ„Â‰È‰ ˙ÂÓ˘ ÌÈ˜Â˜Á Â· ¨¯È˜ ÏÚ ÂÓ˘ ÁˆÂÓ ‚‡¯Ù· È„Â‰È‰ Ú·Â¯·  Æ˜ÈÙ ÌÚ „ÂÓÏÏÂ

≠· ˜ÈÙ ÌÒ¯Ù˘ ¯Ó‡Ó· Æ‰‡Â˘·1899‡Â‰ „ˆÈÎÂ ‰‡¯˘‰‰ ¯Â˜Ó ‰Ó ¨‰Ê ËÙ˘ÓÏ ÚÈ‚‰ „ˆÈÎ ¯ÙÒÓ ‡Â‰ 
ÌÈÓÂÁ˙ ÔÈ· ÚÈ˙ÙÓÂ ‡ÏÙÂÓ ̄ Â˘È˜ ‰‡¯Ó ‡Â‰ ÍÎ È„È≠ÏÚ  ÆÌÈ¯ÙÒÓ‰ ̇ ¯Â˙· ËÙ˘Ó ÁÈÎÂ‰Ï È„Î ÂÈÏÚ ÒÒ·˙‰

ÆÌÈ¯ÙÒÓ‰ ˙¯Â˙ Ï˘ ÈÒÈÒ· ËÙ˘ÓÂ ‰È¯ËÓÂ‡È‚· ÌÈÁË˘Â ÌÈ‚È¯Ò ÂÓÎ ÌÈ˜ÂÁ¯ ‰Î
Æ˙È¯·ÚÏ È˘ÙÂÁ ÌÂ‚¯˙· ¨ÂÓˆÚ ˜ÈÙ È¯·„Ó ËÂËÈˆ ÔÏ‰Ï

Æ˙ÈÓÂÁ˙È· ‰˘È‚ Ï˘ ̇ ‡Ê ̇ „ÁÂÈÓ ‰Ó‚Â„Ï È¯Â˜Ó‰ ÔÂÈÚ¯‰ ̇ ‡ ̈ÒÂ‡‚ ÏÂ‚„‰ È‡˜ÈËÓ˙Ó‰ ̇ ÂÎÊÏ Û˜Ê ̃ ÈÙ ̈ ÔÎ·Â
∫˙‡ ÁÈÎÂ‰Ï È„Î ¨ÁË˘Ï ÂÏ˘ ‰ÁÒÂ·Â ÌÈ‚È¯Ò· ˘Ó˙˘Ó ˜ÈÙ ¨ÔÂ˘‡¯ ÌÂ˘ÈÈÎ

ÌÈÓÏ˘‰ ÌÈ¯ÙÒÓ‰ ˙¯Â˙ Ï˘ ÈÒÈÒ·‰ ËÙ˘Ó‰ÌÈÓÏ˘‰ ÌÈ¯ÙÒÓ‰ ˙¯Â˙ Ï˘ ÈÒÈÒ·‰ ËÙ˘Ó‰ÌÈÓÏ˘‰ ÌÈ¯ÙÒÓ‰ ˙¯Â˙ Ï˘ ÈÒÈÒ·‰ ËÙ˘Ó‰ÌÈÓÏ˘‰ ÌÈ¯ÙÒÓ‰ ˙¯Â˙ Ï˘ ÈÒÈÒ·‰ ËÙ˘Ó‰ÌÈÓÏ˘‰ ÌÈ¯ÙÒÓ‰ ˙¯Â˙ Ï˘ ÈÒÈÒ·‰ ËÙ˘Ó‰
 ÌÈÓÏ˘ ÌÈ¯ÙÒÓ È˘Ïa, b Û˙Â˘Ó Ì¯Â‚ „ÈÓ˙ ˘È m ‰¯Âˆ· ÌÂ˘È¯Ï Ô˙È ¯˘‡ m = aα – bβ¯˘‡Î ¨

α≠Â βÆÌÈÓÏ˘ ÌÈ¯ÙÒÓ Ì‰ Û‡ 

˙Ó‚Â„Î Ì‰ ÂÈ„Â˜„Â˜˘ ¨˘ÏÂ˘Ó ÁË˘˘ ‰‡ˆÂ˙‰ ¨˜ÈÙ Ï˘ ‰ÁÒÂ‰ ÏÚ ÛÒÂ ¨‰˘Â¯„ ‰ÁÎÂ‰‰ ˙ÓÏ˘‰ Ì˘Ï

 ‡Â‰ ¨≤ ¯ÂÈ‡· ÌÈ‡¯‰ ‰Ï‡
  

1

2
 (ad –  bc) ˘ÏÂ˘Ó Ï˘ ÁË˘‰ ¯Â·ÈÁ· ˙Ï·˜˙Ó ÂÊ ‰‡ˆÂ˙ ÆOBMÏ˘ ÁË˘Ï 

 ÊÙ¯Ë‰MBAN ˘ÏÂ˘Ó‰ ÁË˘ ¯ÂÒÈÁ ÔÎÓ ¯Á‡ÏÂ ¨OAN ¨¯ÓÂÏÎ  Æ
  
(
cd

2
 +  

(b + d)(a – c)
2

 –  
ab

2
)Æ

≤ ¯ÂÈ‡



3 ‚È¯Ò·˘Â ÌÈ˜ÈÙ ËÙ˘Ó ∫ÌÈËÂ˘Ù ÌÈ¯

Æ¢ÌÈ¯ÙÒÓ‰ ˙¯Â˙ Ï˘ ÈÒÈÒ·‰ ËÙ˘Ó¢Ï ˜ÈÙ Ï˘ ‰ÁÎÂ‰‰ È¯˜ÈÚ ÔÏ‰Ï

 ‚ÂÊ‰ ˙‡ ÌÈ‚ˆÈÈÓ Â‡(a,b) ‰ÓÈ‡˙Ó‰ ‰„Â˜ È„È≠ÏÚ A ¯˘È‰ ÏÚ ‚È¯Ò‰ ˙Â„Â˜ ˙‡ ÌÈÂÓÂ ¨‚È¯Ò· OAÆ
 ̇ ÂÓÈÈ˜m + 1 ̄ ˘‡Î ̈˙Â„Â˜ m  Æ± ̇ ÂÈ‰Ï ÏÂÎÈ m ̇ ‡ ̃ ÏÁÓ a ̇ ‡Â  b ̄ Â·Ú ̈ Ï˘ÓÏ©A(15, 6)Ú·¯‡ ̆ È 

 ÏÚ ‚È¯Ò ˙Â„Â˜:OA (15, 6) , (10, 4) , (5, 2) , (0, 0) ¯ÓÂÏÎ ¨m = 3 ÔÎ‡Â ¨3 ˙‡ ˜ÏÁÓ 15 ˙‡Â 6®Æ
 È‰˘ÏÎ ˙¯Á‡ ‚È¯Ò ˙„Â˜ ¯Á· ‰˙ÚB

1
(α

1
, β

1
)Æ®≥ ¯ÂÈ‡©  Æ

≥ ¯ÂÈ‡
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 ˘ÏÂ˘Ó‰ ˙ÂÚÏˆ ÏÚOAB
1

 ˙ÂÁÙÏ ˘È m + 2© ‚È¯Ò ˙Â„Â˜ m + 1 ÏÚ˘ OA „ÂÚÂ B˘È Ì‡ Æ®‰ÓˆÚ 
 ̆ „Á ̆ ÏÂ˘Ó ̄ ÂˆÈÂ Ô‰Ó ̇ Á‡ ̄ Á· ̈ ÂÈ˙ÂÚÏˆ ÏÚ Â‡ ̆ ÏÂ˘Ó‰ ÍÂ˙· ̇ ÂÙÒÂ ‚È¯Ò ̇ Â„Â˜OAB

2
¯˘‡Î ̈

 Ï˘ ÌÈ¯ÂÚÈ˘‰B
2

 Ì‰ (α
2
, β

2
) ˘ÏÂ˘Ó Ï·˜ ¨Ï¢‰ ÍÈÏ‰˙‰ ÏÚ ˙Â¯ÊÁ Ï˘ ÈÙÂÒ ¯ÙÒÓ È¯Á‡ ÆOABÌÚ 

 ̃ ÂÈ„·m+2 Ï˘ ÌÈ¯ÂÚÈ˘‰ Ì‡ ÆÂÎÂ˙· ̇ Á‡ ‚È¯Ò ̇ „Â˜ Û‡Â ̈ ÂÈ˙ÂÚÏˆ ÏÚ ‚È¯Ò ̇ Â„Â˜ B Ì‰ (α, β)ÈÊ‡ ̈

 ∫È„È≠ÏÚ Ô˙È ˘ÏÂ˘Ó‰ Ï˘ ÁË˘‰
  

1

2
 (aβ –  bα )

 ÈÎ Ú·Â ̃ ÈÙ ËÙ˘Ó Ï˘ ‰ÁÒÂ‰ÓB = m + 2 ̈  I = 0 ÔÎÏÂ  
  

1

2
B + I − 1 = m

2
 ≠Ï ‰ÂÂ˘ ̆ ÏÂ˘Ó‰ ÁË˘ ̈

  

m

2
¨

Æ‰ÓÏ˘Â‰ ‰ÁÎÂ‰‰Â

 È¯‡Ù ˙¯„ÒÂ ‰È¯ËÓÂ‡È‚ È¯‡Ù ˙¯„ÒÂ ‰È¯ËÓÂ‡È‚ È¯‡Ù ˙¯„ÒÂ ‰È¯ËÓÂ‡È‚ È¯‡Ù ˙¯„ÒÂ ‰È¯ËÓÂ‡È‚ È¯‡Ù ˙¯„ÒÂ ‰È¯ËÓÂ‡È‚(Farey)

ÍÏ ÆÈ¯‡Ù ˙Â¯„Ò Ï˘ ˙ÂÈÒÈÒ· ˙ÂÂÎ˙ ¯ÙÒÓ ¨ÌÈÈ¯ËÓÂ‡È‚ ÌÈÚˆÓ‡ Ì˙Â‡· ¨ÁÈÎÂ‰Ï Â¯Ó‡Ó· ÍÈ˘Ó‰ ˜ÈÙ
˙Â¯„Ò Ï˘ ˙ÂÈÒÈÒ·‰ ˙ÂÂÎ˙‰ ÏÎ ˙‡ ÁÈÎÂ ¨‰˘ÚÓÏ ÆÂÏ˘Ó ˙ÂÁÎÂ‰ ¯ÙÒÓ ÛÈÒÂ Í¯„‰ Í¯Â‡ÏÂ ÂÈ˙Â·˜Ú·
·Ï ÌÈ˘Ï ·Â˘Á Æ˜ÈÙ Ï˘ ˙È¯ËÓÂ‡È‚‰ ‰˘È‚· ˘ÂÓÈ˘ ÍÂ˙ ¨®‰Ê ı·Â˜· È¯‡Ù ˙Â¯„Ò ÏÚ ¯Ó‡Ó‰ Â‡¯© È¯‡Ù
Â‡¯© ˜ÈÙ ˙ÁÒÂ Ï˘ ‰ÁÎÂ‰· ÔÂ˘‡¯‰ ·Ï˘‰ Ï˘ ‰‡ˆÂ˙· ˜¯ ÌÈ˘Ó˙˘Ó Â‡ ¨ÔÏ‰Ï ‡Â·È˘ ‰Ó ÏÎ·˘

 ̈ ‚È¯Ò· È„ÂÒÈ ̆ ÏÂ˘Ó Ï˘ ÁË˘‰˘ ̈¯ÓÂÏÎ Æ®ÁÙÒ·¨ÌÈ„Â˜„Â˜Ï Ë¯Ù ÂÈ˙ÂÚÏˆ ÏÚÂ ÂÎÂ˙· ‚È¯Ò ̇ Â„Â˜ Â· ÔÈ‡˘

 ‡Â‰
  

1

2
Æ
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 ̄ „ÒÓ È¯‡Ù ̇ Â¯„ÒnÈÚ·Ë (F
n
)  ÂÈ‡ Ì‰Ï˘ ‰ÎÓ‰ ̄ ˘‡ ̈ ±≠Ï ∞ ÔÈ· ÌÈÓˆÓÂˆÓ‰ ÌÈ¯·˘‰ ÏÎ Ï˘ ̇ Â¯„Ò Ô‰ 

 ≠Ó ÏÂ„‚n ¨‰Ó‚Â„Ï Æ‰ÏÂÚ ¯„Ò· ÌÈ¯„ÂÒÓ Ì‰Â ¨F
6

∫‡È‰ 

  

0

1
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1

6
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,  

2
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5
,  

2

3
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3

4
,  

4

5
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5

6
,  

1

1

 ¯·˘‰ ˙‡ ÌÈ‚ˆÈÈÓ Â‡
  

a

b
 © ‚È¯Ò‰ ˙„Â˜ È„È≠ÏÚ ®ÌˆÓÂˆÓ ‡Ï Â‡ ÌˆÓÂˆÓ(b, a)Æ®¥ ¯ÂÈ‡· ˙Â‡Ó‚Â„© 

 ‚ÂˆÈÈÏ ‰·ÈÒ‰
  

a

b
 È„È≠ÏÚ (b, a) È„È≠ÏÚ ‡ÏÂ (a, b)˙È˘‡¯Ó ¯˘È‰ Ï˘ ÚÂÙÈ˘‰ ∫˙È˙ÂÊÁ ˙ÂÈÁÂ Í¯ÂˆÏ ‡È‰ 

 ÌÈ¯Èˆ‰O≠Ï (b, a) ˜ÂÈ„· ‡Â‰ 
  

a

b
Ì‰ÈÚÂÙÈ˘˘ ÌÈ¯˘È È„È≠ÏÚ ÌÈ‚ˆÂÈÓ ‰ÏÂÚ ¯„Ò· ÌÈ¯„ÂÒÓ‰ ÌÈ¯·˘˘ Ô‡ÎÓÂ ¨

¯·ÂÚ‰ ¯˘È Â˙Â‡ ÏÚ ˙Â„Â˜ È„È≠ÏÚ ÌÈ‚ˆÂÈÓ ÌÈÏÂ˜˘ ÌÈ¯·˘˘ ÍÎÏ ·Ï ÌÈ˘ Æ®¥ ¯ÂÈ‡© ‰ÏÂÚ ¯„Ò· ÌÈ¯„ÂÒÓ
 ‚È¯Ò‰ ˙„Â˜ Ì‡ ÆÌÈ¯Èˆ‰ ˙È˘‡¯ Í¯„P ÔÈ· ‚È¯Ò ˙Â„Â˜ ÔÈ‡ Ê‡ ¨ÌˆÓÂˆÓ ¯·˘ ˙‚ˆÈÈÓ O ≠Ï P¯˘È‰ ÏÚ 

OP ‰„Â˜ ÆP ≠· ÌÈ¯·˘‰ ÏÎ˘ ÔÂÂÈÎÓ Æ®ÌÈ¯Èˆ‰ ˙È˘‡¯Ó© ¢‰ÈÈ‡¯Ï ˙˙È¢ ‰Î ‰Ê ‚ÂÒÓ F
n

ÏÎ ¨ÌÈÓˆÓÂˆÓ 
Æ¢‰ÈÈ‡¯Ï ˙Â˙È¢ Ì‰Ï ˙ÂÓÈ‡˙Ó‰ ˙Â„Â˜‰

∫˙ÂËÂ˘Ù ˙Â‡ˆÂ˙ È˙˘ ÌÚ ÏÈÁ˙

IÆÆÆÆÆ Ì‡ Ì‡ Ì‡ Ì‡ Ì‡
  

a

b
 ≠Â  ≠Â  ≠Â  ≠Â  ≠Â 

  

c

d
 ≠· ÌÈÎÂÓÒ ÌÈ¯·È‡ È˘ Ì‰  ≠· ÌÈÎÂÓÒ ÌÈ¯·È‡ È˘ Ì‰  ≠· ÌÈÎÂÓÒ ÌÈ¯·È‡ È˘ Ì‰  ≠· ÌÈÎÂÓÒ ÌÈ¯·È‡ È˘ Ì‰  ≠· ÌÈÎÂÓÒ ÌÈ¯·È‡ È˘ Ì‰ F

n ÈÊ‡ ¨ ÈÊ‡ ¨ ÈÊ‡ ¨ ÈÊ‡ ¨ ÈÊ‡ ¨b + d > nÆÆÆÆÆ

 ÈÎ ̈ µ ̄ ÂÈ‡ ÍÂ˙Ó ̈ ÂÈÏ‡Ó ̄ Â¯· ̈ÌÈ¯·˘ ‚ÂˆÈÈÏ ‚È¯Ò· ̆ ÂÓÈ˘ ̇ ÂÚˆÓ‡·
  

a +  c

b +  d
 © ÈÚÈ·¯‰ „Â˜„Â˜‰ ‡Â‰˘(C)Ï˘ 

 È„È≠ÏÚ ˙¯„‚ÂÓ‰ ˙ÈÏÈ·˜Ó‰OA ≠Â OB ÔÈ· ‡ˆÓ ¨®
  

a

b
     ≠Â     

  

c

d
 Ì‡˘ Ô‡ÎÓ Æ b + d  ≤  n≠· ÌÈÈ˜ ‰È‰È ¨Fn¯·˘ 

ÆÌÈÎÂÓÒ Ì‰˘ ‰Á‰‰ ˙‡ ¯˙ÂÒ ‰ÊÂ ¨ÌÈÈ˘‰ ÔÈ· ‡ˆÓ‰

¥ ¯ÂÈ‡
�

���
�

�
	�	�


��


�



�	
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µ ¯ÂÈ‡

IIÆÆÆÆÆ Ì‡ Ì‡ Ì‡ Ì‡ Ì‡n > 1Ì‚Â Ì‚Â Ì‚Â Ì‚Â Ì‚Â      
  

a

b
 ≠Â  ≠Â  ≠Â  ≠Â  ≠Â 

  

c

d
≠· ÌÈÎÂÓÒ ÌÈ¯·˘ ≠· ÌÈÎÂÓÒ ÌÈ¯·˘ ≠· ÌÈÎÂÓÒ ÌÈ¯·˘ ≠· ÌÈÎÂÓÒ ÌÈ¯·˘ ≠· ÌÈÎÂÓÒ ÌÈ¯·˘ F

n ÈÊ‡ ¨ ÈÊ‡ ¨ ÈÊ‡ ¨ ÈÊ‡ ¨ ÈÊ‡ ¨b ≠ dÆÆÆÆÆ

 ÈÎ ‰ÏÈÏ˘‰ Í¯„· ÁÈb = d ≠· ÌÈÎÂÓÒ ÌÈ¯·˘‰˘ ÔÂÂÈÎÓ ÆF
n

˘ÏÂ˘Ó‰ ÍÂ˙· ‚È¯Ò ˙Â„Â˜ ÌÂ˘ ÂÎ˙ÈÈ ‡Ï ¨

OAB ˘ÏÂ˘Ó ¨¯ÓÂÏÎ Æ®∂ ¯ÂÈ‡© ÂÈ˙ÂÚÏˆ ÏÚ Â‡ OAB ÂÁË˘Â È„ÂÒÈ ‡Â‰ 
  

1

2
ÔÈ· ‚È¯Ò ˙Â„Â˜ ÔÈ‡˘ ÔÂÂÈÎÓ Ï·‡ Æ

A ≠Â B ̈AB = 1≠Ó ‰·Â‚‰ ÔÎÏ ̈O ≠Ï AB  ̇ ÂÈ‰Ï ‡Â‰ Û‡ ·ÈÈÁ 1 ÔÎÏÂ ̈b = dÈÏ‡ÈÂÂÈ¯Ë‰ ‰¯˜Ó‰ ̄ Â·Ú ̃ ¯ È¯˘Ù‡ 
n = 1Æ

�

������

������

����������

∂ ¯ÂÈ‡

Æ˙ÂÙÒÂ ˙ÂÂÎ˙ ÌÚ ÍÈ˘ÓÂ

�

������

������
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∑ ¯ÂÈ‡

�

������

������

IIIÆÆÆÆÆ Ì‡ Ì‡ Ì‡ Ì‡ Ì‡
a
b

 <  
c
d

≠· ÌÈÎÂÓÒ ÌÈ¯·˘ È˘ Ì‰ ≠· ÌÈÎÂÓÒ ÌÈ¯·˘ È˘ Ì‰ ≠· ÌÈÎÂÓÒ ÌÈ¯·˘ È˘ Ì‰ ≠· ÌÈÎÂÓÒ ÌÈ¯·˘ È˘ Ì‰ ≠· ÌÈÎÂÓÒ ÌÈ¯·˘ È˘ Ì‰ Fn ÈÊ‡ ¨ ÈÊ‡ ¨ ÈÊ‡ ¨ ÈÊ‡ ¨ ÈÊ‡ ¨bc – ad = 1

 ˘ÏÂ˘Ó‰ ¨ÏÈÚÏ ÂÓÎOAB ‡Â‰ ÂÁË˘˘ Ô‡ÎÓÂ ®∑ ¯ÂÈ‡© È„ÂÒÈ ‡Â‰ 
  

1

2
˙ÁÒÂ ˙¯ÊÚ· ˙Ï·˜˙Ó ‰‡ˆÂ˙‰  Æ

ÆÁË˘‰

 Ï˘ ‰ÈÈ˘‰ ˙ÈÒÈÒ·‰ ‰ÂÎ˙‰F
n

∫‡È‰ 

IVÆÆÆÆÆ Ì‡ Ì‡ Ì‡ Ì‡ Ì‡
a
b

 <  
e
f

 <  
c
d

≠· ÌÈÎÂÓÒ ÌÈ¯·˘ ‰˘ÂÏ˘ Ì‰ ≠· ÌÈÎÂÓÒ ÌÈ¯·˘ ‰˘ÂÏ˘ Ì‰ ≠· ÌÈÎÂÓÒ ÌÈ¯·˘ ‰˘ÂÏ˘ Ì‰ ≠· ÌÈÎÂÓÒ ÌÈ¯·˘ ‰˘ÂÏ˘ Ì‰ ≠· ÌÈÎÂÓÒ ÌÈ¯·˘ ‰˘ÂÏ˘ Ì‰ F
n Ê‡ ¨ Ê‡ ¨ Ê‡ ¨ Ê‡ ¨ Ê‡ ¨

e
f

 =  
a +  c
b +  d

ÆÆÆÆÆ

È‡˜ÈËÓ˙Ó‰ È„È≠ÏÚ ±∏±∂ ˙˘· ¯·Î ‰ÁÎÂ‰ ¯˘‡ ¨‰Â˘‡¯‰ ‰ÂÎ˙‰Ó ÂÊ ‰ÂÎ˙ ˜ÈÒ‰Ï ¯˘Ù‡˘ ˙Â¯ÓÏ
 È˘Â˜(Cauchy)ÈÏ· ÂÏÈÙ‡Â ¨¯È˘È ÔÙÂ‡· ÂÊ ‰ÂÎ˙ ÁÈÎÂ‰Ï ˜ÈÙ Ï˘ ‰˘È‚· ˘Ó˙˘‰Ï ÌÈÏÂÎÈ Â‡˘ ÔÈÈÚÓ ¨

Â˙ÓÂ¯˙ È‰ÂÊÂ Æ˙ÈÒÈÒ· ˙È„ÈÏ˜ÈÂ‡ ‰È¯ËÓÂ‡È‚ ËÚÓ· ÌÈ˘Ó˙˘Ó Â‡ ¨˙‡Ê ÌÂ˜Ó· Æ˘ÏÂ˘Ó‰ ÁË˘ ˙ÁÒÂ
Æ‡˘ÂÏ ˙È¯Â˜Ó‰

 Ï˘ ‚ÂˆÈÈ‰ ÌˆÚ· ÊÓ¯ ‰ÁÎÂ‰Ï ÔÂÈÚ¯‰
  
a +  c
b +  d

 Ï˘ ÌÈÁÂÓ· 
  

a

b
 ,  

c

d
ÈÙÎ ¨‚È¯Ò· ÈÚ·Ë È¯Ó‚Ï ‡Â‰˘ ‚ÂˆÈÈ ¨

 ¯ÂÈ‡© ÁÈÎÂ‰Ï ÂÈÏÚ Æµ ¯ÂÈ‡· ÂÈ‡¯ ¯·Î˘8 ÈÎ ®D(f, e)È„È≠ÏÚ ˙¯„‚ÂÓ‰ ˙ÈÏÈ·˜Ó‰ Ï˘ ÔÂÒÎÏ‡‰ ÏÚ ˙‡ˆÓ 

O ̈A ≠Â B ÈÎ ·Ï ÌÈ˘Ï ̆ È Æ(f, e) ÌÚ „ÎÏ˙‰Ï ̇ ·ÈÈÁ ‰È‡ (b+d, a+c) ̄ ·˘‰˘ ÔÂÂÈÎÓ Æ
  
a +  c
b +  d

 ‡Ï ̇ ÂÈ‰Ï ÏÂÏÚ

 ≠· ¨Ï˘ÓÏ Æ®‡·‰ ËÙ˘Ó‰ ˙‡ Â‡¯© ÌˆÓÂˆÓF6¨ 
  

1

6
<

1

5
< 1

4
 ÔÎ‡Â ¨

  

1 +  1

6 +  4
 =  

1

5
 Ï·‡ 

  

2

10
ÆÌˆÓÂˆÓ ÂÈ‡ 
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∏ ¯ÂÈ‡

π ¯ÂÈ‡

�

������

������

������

�

�
�

�

������

������

������

�

�

�

������

������

������

 ≠· ÌÈÎÂÓÒ ÌÈ¯·˘‰˘ ÔÂÂÈÎÓF
n

 ÌÈ˘ÏÂ˘Ó‰ È˘Ó „Á‡ ÏÎ Ï˘ ÁË˘‰ ÈÎ ÌÈÚ„ÂÈ Â‡ ÆOAD ≠Â  OBD®∏ ¯ÂÈ‡© 

 ≠Ï ‰ÂÂ˘ ˙ÂÈ‰Ï ·ÈÈÁ
  

1

2
Æ Û˙Â˘Ó‰ ÒÈÒ·Ï ÌÈ‰·‚‰ ÔÎÏ  OD ¯ÓÂÏÎ  ÆÌÎ¯Â‡· ÌÈÂÂ˘ ˙ÂÈ‰Ï ÌÈ·ÈÈÁ BQ = APÆ

 ¯˘È‰ ˙‡ ÌÈËË¯ÒÓ Ì‡AB ˙‡ Í˙ÂÁ‰ OD ≠· X ¯ÂÈ‡· ÂÓÎ ¨9 ÌÈ˘ÏÂ˘Ó‰ ÌÈÏ·˜˙Ó ¨QBX ≠Â  .PAXÈ˘Ï 
 ÈÎ ÂÈ‡¯‰ Ì‚ Í‡ ¨ÌÈÓÂ„ Ì‰ ÔÎÏÂ ˙ÂÂ˘ ˙ÂÈÂÂÊ ÌÈ˘ÏÂ˘Ó‰BQ = APÆÌÈÙÙÂÁ Ì‚ Ì‰˘ Ú·Â ÔÎÏ ¨

 ÈÎ Ú·Â Ô‡ÎÓBX = AX ¨Í‡ ¨AB È„È≠ÏÚ ˙¯„‚ÂÓ‰ ˙ÈÏÈ·˜Ó· ÔÂÒÎÏ‡ ‡Â‰ A ,O≠Â B  ˙ÈÏÈ·˜Ó· ÌÈÂÒÎÏ‡‰Â ¨
≠˘ Ô‡ÎÓ ¨‰Ê ˙‡ ‰Ê ÌÈˆÂÁOXD  ¯ÓÂÏÎ Æ¯Á‡‰ ÔÂÒÎÏ‡‰ ÌÚ „ÎÏ˙Ó D(f,e)˙‡ ¯·ÁÓ‰ ¯˘È‰ ÏÚ ‡ˆÓ 

 ‰„Â˜Ï ÌÈ¯Èˆ‰ ˙È˘‡¯(b+d, a +c)Æ
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ÍÎÏ ˜ÈÙÒÓ È‡˙ ˙‡Ë·Ó ¨‰¯Â‰Ë ˙È„ÈÏ˜ÈÂ‡ ‰È¯ËÓÂ‡È‚ ˙ÂÚˆÓ‡· ˜ÈÙ È„È≠ÏÚ ‰ÁÎÂ‰˘ ˙ÙÒÂ ‰‡ˆÂ˙

˘≠ 
  
a +  c
b +  d

ÆÌˆÓÂˆÓ 

VÆÆÆÆÆ Ì‡ Ì‡ Ì‡ Ì‡ Ì‡
  

a

b
 ≠Â   ≠Â   ≠Â   ≠Â   ≠Â  

  

c

d
≠· ÌÈÎÂÓÒ ≠· ÌÈÎÂÓÒ ≠· ÌÈÎÂÓÒ ≠· ÌÈÎÂÓÒ ≠· ÌÈÎÂÓÒ F

n–1 È„È≠ÏÚ ÌÈ„¯ÙÂÓÂ  È„È≠ÏÚ ÌÈ„¯ÙÂÓÂ  È„È≠ÏÚ ÌÈ„¯ÙÂÓÂ  È„È≠ÏÚ ÌÈ„¯ÙÂÓÂ  È„È≠ÏÚ ÌÈ„¯ÙÂÓÂ 
  

e

f
≠· ≠· ≠· ≠· ≠· F

n Ê‡ ¨ Ê‡ ¨ Ê‡ ¨ Ê‡ ¨ Ê‡ ¨e = a + c ≠Â  ≠Â  ≠Â  ≠Â  ≠Â f = b + dÆ

 ≠˘ ÔÂÂÈÎÓ
  

a

b
≠Â  ¨     

  

c

d
 ≠· ÌÈÎÂÓÒ F

n–1
 ˘ÏÂ˘Ó‰ ¨OAB © ÂÁË˘Â È„ÂÒÈ ‡Â‰ ¨®±∞ ¯ÂÈ‡

  

1

2
ÔÂÂÈÎÓ ¨‰ÓÂ„ ÔÙÂ‡· Æ

 ≠˘
  

a

b
≠Â 

  

e

f
ÈÎÂÓÒ ≠· ÌF

n
 ˘ÏÂ˘Ó‰ Ï˘ ÂÁË˘ ¨OAC ‡Â‰ Ì‚ 

  

1

2
  ˘ÏÂ˘Ó‰ Ï˘ ÂÁË˘ Û‡ ÆOBC ‡Â‰ 

  

1

2
Æ

 ÌÈ˘ÏÂ˘Ó‰ ÔÎÏOBC ≠Â OAB Û˙Â˘Ó ÌÒÈÒ·Â ÁË˘≠ÈÂÂ˘ Ì‰ (OB)≠Ó ÌÈ‰·‚‰ ̄ ÓÂÏÎ ̈A≠Â C≠Ï OBÆÌÈÂÂ˘ Ì‰ 

≠˘ ¯¯Â‚ ‰ÊAC≠Ï ÏÈ·˜Ó OB Æ ¨‰ÓÂ„ ÔÙÂ‡·BC≠Ï ÏÈ·˜Ó OA Ô‡ÎÓÂ ¨OABC ÔÎ ÏÚ Æ˙ÈÏÈ·˜Ó ‡È‰ C ‰È‡ ˜¯

(f, e) Û‡ ‡Ï‡ (b + d, a + c)Æ

±∞ ¯ÂÈ‡

˙ÂÏÈ‚¯‰ ˙ÂÈ¯·‚Ï‡‰ ˙ÂÁÎÂ‰‰Ó ˙ÂÈË‚Ï‡ ¯˙ÂÈ Ô‰ ¨Ô‡Î Â‡·Â‰˘ ¨˙ÂÈ¯ËÓÂ‡È‚‰ ˙ÂÁÎÂ‰‰˘ ÌÈÚÂË Â‡

Æ®‰Èˆ˜Â„È‡· ˙Â·Â¯˜ ÌÈ˙ÈÚÏ ˙Â˘Ó˙˘Ó‰©

·È·Ò ÌÈ˘„Á ÌÈ¯˘˜ ÌÈ¯ˆÂ ‰· Í¯„· Ì‚ ‡Ë·˙‰Ï ‰ÏÂÎÈ ‡È‰ ¨Ú„È· ‡˜ÂÂ„ Â‡Ï ˙‡Ë·˙Ó ˙ÈËÓ˙Ó ˙ÂÏ˘·

‰˜ÈËÓ˙Ó· ÌÈÂ˘ ÌÈÓÂÁ˙Ó ˙ÂËÈ˘ ÌÈ·Ï˘Ó ¯˘‡Î ¨˙Â·¯ ÌÈÓÚÙ ¨ÌÈ¯Â˜ ‰Ï‡Î ÌÈ¯˘˜  ÆÌÈÚÂ„È ÌÈ‡˘Â

ÚÈ˙ÙÓ ¨ÍÎÓ ‰‡ˆÂ˙Î Æ®ÌÈ¯ÙÒÓ‰ ˙¯Â˙Â ˙ÈËÈÏ‡ ‰Ò„‰ ¨˙È„ÈÏ˜ÈÂ‡ ‰Ò„‰ ¨‰¯·‚Ï‡ ‰Ê ‰¯˜Ó· ÂÓÎ©

Æ¯˙ÂÈ· ÌÈÈÒÈÒ· ÌÈÏÎ ÌÚ ¯Â˜ÁÏÂ Á˙ÙÏ Ô˙È ˙ÈÈÚÓ ‰˜ÈËÓ˙Ó ÂÊÈ‡ ÁÎÂÂÈ‰Ï

�

������

������

������
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˙Â¯Â˜Ó ˙ÓÈ˘¯˙Â¯Â˜Ó ˙ÓÈ˘¯˙Â¯Â˜Ó ˙ÓÈ˘¯˙Â¯Â˜Ó ˙ÓÈ˘¯˙Â¯Â˜Ó ˙ÓÈ˘¯

Æπ≠¥ ßÓÚ ¨π ‰¢ÏÚ ¨¢ÏÂ‚ÈÚ‰ ÚÂ·È¯¢ ±ππ± ¨ÒÈÈÂ ÔÈÓÈ·
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˜ÈÙ ËÙ˘Ó ˙ÁÎÂ‰  ∫ÁÙÒ˜ÈÙ ËÙ˘Ó ˙ÁÎÂ‰  ∫ÁÙÒ˜ÈÙ ËÙ˘Ó ˙ÁÎÂ‰  ∫ÁÙÒ˜ÈÙ ËÙ˘Ó ˙ÁÎÂ‰  ∫ÁÙÒ˜ÈÙ ËÙ˘Ó ˙ÁÎÂ‰  ∫ÁÙÒ

 ˙ÂÂ˘ ÌÈÎ¯„· ÁÎÂ‰ ˜ÈÙ ËÙ˘Ó) ¨Ï˘ÓÏ ¨Â‡¯(Grünbaum and Shephard, 1993˙Á‡ ‡È· ‰Ê ÁÙÒ·  Æ

‰ÁÎÂ‰Ï ÒÁÈÈ˙ ‰ÁÎÂ‰‰ ˙‡ ‡È·˘ ÈÙÏ ÆÌÈ·Ï˘ ¯ÙÒÓ ˙˘¯Â„ Í‡ ¨˙Î·ÂÒÓ ‰È‡ ‰ÁÎÂ‰‰  Æ˙ÂÁÎÂ‰‰

 ̄ Ë‡Ï· È„È ÏÚ ‰ÚˆÂ‰˘ ̇ ÈÈÚÓ(Blatter, 1997)‰È˙Â·˜Ú·  ÆÌÂÁ ̇ ÎÏÂ‰· ÈÏ˜ÈÊÈÙ Ï„ÂÓ ÏÚ ̇ ÒÒÂ·Ó ‰ÁÎÂ‰‰  Æ

ÏÎÏ ÒÁÈÈ˙  Æ‚È¯Ò ˙Â„Â˜ ÂÈ„Â˜„Â˜˘ ¯ÂÓ˜ ÚÏÂˆÓ ¯Â·Ú ‰ÁÒÂ‰ ¢˙˜„ˆ‰¢Ï ˙ÈÏÓ¯ÂÙ ‡Ï ˙ÂÏÎ˙Ò‰ ÚÈˆ

¢˙Ó¯Â˙¢ ̇ ÂÚÏˆ‰ ÏÚ ‚È¯Ò ̇ „Â˜ ÏÎ ª‰·È·Ò ̇ ‡ˆÓ˘ ÁË˘ ̇ „ÈÁÈ ¢˙Ó¯Â˙¢Î ÚÏÂˆÓÏ ̇ ÈÓÈÙ ‚È¯Ò ̇ „Â˜

  

1

2
  ÁË˘ ˙„ÈÁÈ© ¯ÓÂÏÎ ¨ÍÎ ˙‡Ê ¯È‡˘ Ì‡ Æ®ÌÈÙ·˘ „ˆ· ˜ÏÁ‰ ˙‡ ˜¯

  
B +  

1

2
I˙ÓÂ¯˙Ï ÌÈÒÁÈÈÓ Â‡ ¨

 ̇ ÂÚÏˆ‰ ÏÚ ̇ ¯Á‡ ‰„Â˜ ÏÎ ÂÓÎ ÁË˘ ̇ ÓÂ¯˙ ‰˙Â‡ ÌÈ„Â˜„Â˜‰
  
(
1

2
)ÂÁÙ Ì¯Â˙ „Â˜„Â˜ ÏÎ ÈÎ ÌÈ‡Â¯ ̈ Í‡ Æ˙

 ÁË˘ ˙„ÈÁÈ ¨ÔÎ·Â ø„È¯Â ‰Ó ≠ Â˙Â‡ „È¯Â ¨„Â˜„Â˜ ÏÎÏ ÂÒÁÈÈ˘ Û„ÂÚ‰ ˙‡ ÊÊ˜Ï ˙Ó ÏÚ  ÆÈˆÁÓ1Ì‡ ∫

ÁË˘ ˙„ÈÁÈ ¯ÓÂÏÎ ¨‰„Â˜ ·È·Ò ÌÏ˘ ·Â·ÈÒ ¢˙ÂÓ¯Â˙¢ „ÁÈ· Ô‰ ¨ÚÏÂˆÓ‰ Ï˘ ˙ÂÈÂˆÈÁ‰ ˙ÂÈÂÂÊ‰ ÏÚ ÏÎ˙Ò

 ∫‡È‰ ‰ÁÒÂ‰ ÔÎÏÂ Æ˙Á‡
  
I +  

1

2
B –  1Æ

˜ÈÙ ËÙ˘Ó ˙ÁÎÂ‰

¨Â‰˘ÏÎ ˘ÏÂ˘ÓÂ Â‰˘ÏÎ Ô·ÏÓ ¯Â·Ú· Â˙Â‡ ÌÈÁÈÎÂÓ ÔÂ˘‡¯‰ ·Ï˘·  ÆÌÈ·Ï˘ È˘· ˜ÈÙ ËÙ˘Ó ˙‡ ÁÈÎÂ

ÆÂ‰˘ÏÎ ÚÏÂˆÓ ¯Â·Ú· È˘‰ ·Ï˘·Â

Â‰˘ÏÎ Ô·ÏÓ ≠ ÔÂ˘‡¯ ·Ï˘

¯ÂÈ‡© ÌÈ¯ÈˆÏ Â˙Â‡ Â„Óˆ‰ ̇ ÂÈÏÏÎ‰ ̇ Ï·‚‰ ÈÏ· Æ˙ÈÊË¯˜ ÌÈ¯Èˆ ̇ Î¯ÚÓ· ‚È¯Ò·˘ Ô·ÏÓ‰ ̇ ‡ ¢Ì˜Ó¢ ‰ÏÈÁ˙

11Æ®

�����

  ‡Â‰ ÁË˘‰ ˜ÈÙ ËÙ˘Ó ÈÙÏ
  
A = 1

2
B + I – 1

B∫‰Ê ‰¯˜Ó· ¨˙ÂÚÏˆ‰ ÏÚ ‚È¯Ò‰ ˙Â„Â˜ ¯ÙÒÓ ‡Â‰   2(m+1) +  2(n–1)

±± ¯ÂÈ‡
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∫Ô·ÏÓ‰ ÁË˘ ˜ÈÙ ËÙ˘Ó ÈÙÏA = m + n + I – 1

 Í‡I∫‡Â‰ Ô·ÏÓ‰ ÍÂ˙·˘ ‚È¯Ò‰ ˙Â„Â˜ ¯ÙÒÓ ¨ I = 2I
1
 + S

I
1

ÌÈ˘ÏÂ˘Ó‰ È˘Ó „Á‡ ÏÎ ÍÂ˙· ˙Â„Â˜‰ ¯ÙÒÓ  ≠Â ÌÈ‰Ê‰SÆ®ÌÈ„˜„˜‰ ‡ÏÏ© ÔÂÒÎÏ‡‰ ÏÚ ̇ Â„Â˜‰ ̄ ÙÒÓ 

∫ÔÎÏA = m + n + 2I
1
 + S – 1(1)

∫Ï·˜ ÌÈ˘ÏÂ˘Ó‰ „Á‡Ï ˜ÈÙ ˙ÁÒÂ ˙‡ ÏÈÚÙ Ì‡

  
A∆ =  

1

2
(m + n + S +  1) +  I

1
 –  1

  
=  

1

2
(m + n + S) +  I

1
 –  

1

2

I∫‰Ê ‰¯˜Ó· ¨Ô·ÏÓ‰ ÍÂ˙· ‚È¯Ò‰ ˙Â„Â˜ ¯ÙÒÓ ‡Â‰ (m–1)(n–1)

˙ÂÈ‰Ï ÍÈ¯ˆ ÁË˘‰ ˜ÈÙ ËÙ˘Ó ÈÙÏ ¨ÔÎÏ

  
A =  

1

2
2(m + 1) +  2(n – 1)[ ] +  (m – 1)(n – 1) –  1

    = m + n + mn – m – n + 1 – 1

    = mn

ÆÂ‰˘ÏÎ Ô·ÏÓ Ï˘ ÁË˘ ˙˙Â ÔÎ‡ ˜ÈÙ ˙ÁÒÂ ¨¯ÓÂÏÎ

 ¯ÂÈ‡© ÔÂÒÎÏ‡ ËÂË¯˘ È„È ÏÚ ÌÈ˜ÏÁ È˘Ï Ô·ÏÓ‰ ˙‡ ‰ˆÁ Ì‡ ‰ÓÂ12ø®

�����

±≤ ¯ÂÈ‡
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 ≠· ‡ËÂ·Ó‰ Ô·ÏÓ‰ ÈˆÁ Ï˘ ÁË˘‰ ˜ÂÈ„· ‰Ê Í‡(1)

  

A∆  =  
1

2
A

Æ˙ÈÂÊ ¯˘È ˘ÏÂ˘Ó ÏÎ ¯Â·Ú ‰ÂÎ ˜ÈÙ ˙ÁÒÂ ¨ÔÎÏÂ

ø‚È¯Ò· Â‰˘ÏÎ ˘ÏÂ˘Ó È·‚Ï ‰ÓÂ

¨ÌÈ„Â˜„Â˜Ï Ë¯Ù ÂÈ˙ÂÚÏˆ ÏÚ Â‡ ¨ÌÈÙ· ‚È¯Ò ˙Â„Â˜ Â· ÔÈ‡˘ È„ÂÒÈ ˘ÏÂ˘Ó ¯Â·Ú˘ ˜¯ ÁÈÎÂ‰Ï ÍÈ¯ˆ ÌˆÚ·

 ‡Â‰ ÂÁË˘
  

1

2
ÆÌÏ˘Â˙ ‰ÁÎÂ‰‰ ¨ÌÈÈ„ÂÒÈ ÌÈ˘ÏÂ˘ÓÏ Â˜ÏÁÏ Ô˙È ˘ÏÂ˘Ó ÏÎ˘ ÔÂÂÈÎÓÂ 

 ˘ÏÂ˘Ó‰ ±≥ ¯ÂÈ‡·ABCÂÈ˙ÂÚÏˆÓ „Á‡ ÏÎ  Æ¯˙ÂÈ· ÔË˜‰ ¢È‚È¯Ò¢‰ Ô·ÏÓ‰ ÍÂ˙· Â˙Â‡ ¢Ì˜Ó¢ ¨È„ÂÒÈ ‡Â‰ 
©OC, CL, BL ≠Â BOÆ˘ÏÂ˘Ó‰ Ï˘ „Á‡ „Â˜„Â˜ Í¯„ ˙¯·ÂÚ ®

∫Â·˘ ÈÊË¯˜ ‚È¯Ò ÍÂ˙· ‰Ê Ô·ÏÓ ¢Ì˜Ó¢  ÆÔ·ÏÓ· ÔÂÒÎÏ‡ ˙ÂÈ‰Ï ˙·ÈÈÁ ˘ÏÂ˘Ó‰ ˙ÂÚÏˆÓ ˙Á‡
O(0, 0) , B(0, s) , L(q, s) , C(q, 0) , M(p, 0) , N(0, r) , A(p, r)

 ¯Ë˘‰ ˙‡ ‡Ë·(S) È„ÂÒÈ‰ ˘ÏÂ˘Ó‰ Ï˘ ABC ∫‡·‰ ÔÙÂ‡·
S(ABC) = S(OBC) – S(AMC) – S(BNA) – S(OMAN)

  

=  
1

2
qs –  

(q –  p)r

2
 –  

(s –  r)p

2
 –  pr

  
=  

qs –  ps –  qr

2

 ÈÎ ˙Â‡¯‰Ï ÂÈÏÚqs – ps – qr = 1ÆÔ·ÏÓ·Â ÌÈ˘ÏÂ˘Ó· ˙ÂÈÓÈÙ‰ ‚È¯Ò‰ ˙Â„Â˜ ·Â˘ÈÁ È„È≠ÏÚ ˙‡Ê ‰˘Ú  Æ

±≥ ¯ÂÈ‡
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 ‰È‰È
  

1

2
F © ‡Â‰ È„ÂÒÈ ˘ÏÂ˘Ó ÏÎ ÁË˘

  
1

2
®Æ

Ï·˜ „ÈÓ˙ ̈ÌÈÈ„ÂÒÈ ÌÈ˘ÏÂ˘ÓÏ ÚÏÂˆÓ‰ ̇ ‡ ÏˆÙ˘ Í¯„ ÏÎ· ÈÎ ̈‰ÓˆÚ ÈÙ· ̇ ÈÈÚÓ ‰‡ˆÂ˙ ̆ È Ô‡Î ̈¯ÂÓ‡Î
F ÆÂ˙Ú„Ï ¯˙ÂÈ· ‰ÙÈ‰ ˙‡ ÚÈˆ  Æ˙ÂÂ˘ ÌÈÎ¯„· ‰ÁÎÂ‰‰ ˙‡ ÌÈÏ˘‰ÏÂ ÍÈ˘Ó‰Ï Ô˙È ¨Ô‡ÎÓ  Æ‰Ï‡Î

 ÏÎ Ï˘ ˙ÂÈÂÊ‰ ÌÂÎÒ ÏÚ ÏÎ˙ÒF  ‡Â‰Â ¨ÌÈÈ„ÂÒÈ‰ ÌÈ˘ÏÂ˘Ó‰180FÍ¯„· ‰Ê ÌÂÎÒ ‡ÂˆÓÏ ‰Ò  Æ˙ÂÏÚÓ 
˘È ÈÎ ÁÈ  ÆÚÏÂˆÓ‰ ¢ÍÂ˙¢· ˙Â¯ˆÂ˘ ˙ÂÈÂÊ‰ ÏÎ Ï˘ ÌÂÎÒ‰ ˙‡ ÌÈ˘ÙÁÓ Â‡ ÈÎ ÁÈÎÂ‰Ï ÂÈÏÚ ¨˙¯Á‡

 ÚÏÂˆÓ·B ÏÚ· ÚÏÂˆÓ Ï‡Î ÂÈÏ‡ ÒÁÈÈ˙‰Ï ÏÎÂ ¨˙ÂÚÏˆ‰ ÏÚ ˙Â„Â˜ BÂÈ˙ÂÚÏˆÓ ˜ÏÁ ÔÈ· ¯˘‡Î ¨˙ÂÚÏˆ 
 ̇ · ‡È‰ ̇ ÈÂÂÊ‰180 ‡Â‰ ‰ÊÎ ÚÏÂˆÓ Ï˘ ̇ ÂÈÓÈÙ‰ ̇ ÂÈÂÊ‰ ÌÂÎÒ  Æ˙ÂÏÚÓ 180(B–2)˘È ÈÎ ÁÈ  ÆI ‚È¯Ò ̇ Â„Â˜ 

 Ï˘ ˙ÈÂÊ ˘È ‰Ï‡Ó ˙Á‡ ÏÎ ·È·Ò ¨ÚÏÂˆÓ‰ ÍÂ˙·360‡Â‰ ˙ÂÈÂÊ‰ Ï˘ ÏÏÂÎ‰ ÌÂÎÒ‰ ÔÎÏÂ ˙ÂÏÚÓ 

180(B – 2) + 360I

Æ˙¯Á‡ Í¯„· Â‡ˆÓ˘ ÌÂÎÒ Â˙Â‡ ˙ÂÈ‰Ï ·ÈÈÁ ‰ÊÂ
ÔÎÏ180(B – 2) + 360I = 180F

                                   Ô‡ÎÓF = B – 2 + 2I

      ‡Â‰ ÚÏÂˆÓ‰ Ï˘ ÁË˘‰ Í‡
  

1

2
F =  

1

2
B +  I –  1

ÆÚÏÂˆÓ ÏÎÏ ˜ÈÙ ËÙ˘Ó ˙‡ ÂÁÎÂ‰Â

 Ô·ÏÓ‰ Ï˘ ˙ÂÈÓÈÙ‰ ‚È¯Ò‰ ˙Â„Â˜ ¯ÙÒÓOBLC ‡Â‰ (q – 1)(S – 1)Æ

 ˘ÏÂ˘Ó·OBC ˘È 
  

(q –  1)(s –  1)

2
 ˙ÂÈÓÈÙ ‚È¯Ò ˙Â„Â˜ ©Æ®ÔÂÒÎÏ‡‰ ÏÚ ‚È¯Ò ˙Â„Â˜ ÔÈ‡ ÈÎ

 ˘ÏÂ˘Ó· ˙ÂÈÓÈÙ‰ ‚È¯Ò‰ ˙Â„Â˜ ¯ÙÒÓAMC  ∫‡Â‰ 
  

(q –  p –  1)(r –  1)

2

 ˘ÏÂ˘Ó· ˙ÂÈÓÈÙ‰ ‚È¯Ò‰ ˙Â„Â˜ ¯ÙÒÓBNA  ∫‡Â‰ 
  

(p –  1)(s –  r –  1)

2

 ˘ÏÂ˘Ó‰˘ ÔÂÂÈÎABC ˙ÂÈÓÈÙ ˙Â„Â˜ Â· ÔÈ‡ È„ÂÒÈ (I)∫ÔÂÈÂÂ˘‰ ÌÈÈ˜˙Ó ÔÎÏÂ 

I(OBC) – I(AMC) – I(BNA) = pr

¯˘‡Î pr Ô·ÏÓ‰ ÍÂ˙· ‚È¯Ò‰ ˙Â„Â˜ ¯ÙÒÓ ‡Â‰ OMAN ˙ÂÚÏˆ‰ ÏÚÂ AN, AMÆ
  Ô˙Â ÔÎ‡ ÂÊ ‰‡ÂÂ˘Ó ËÂ˘ÈÙqs – ps – qr = 1Æ

Â‰˘ÏÎ ÚÏÂˆÓ ≠ È˘ ·Ï˘

 ÌÈÓÈÈ˜ Ì‡  ÆÌÈÈ„ÂÒÈ ÌÈ˘ÏÂ˘ÓÏ ‚È¯Ò· ÚÏÂˆÓ ÏÎ ˜¯ÙÏ ÏÎÂFÚÏÂˆÓ‰ ÁË˘ ÈÊ‡ ¨‰Ï‡Î ÌÈÈ„ÂÒÈ ÌÈ˘ÏÂ˘Ó 


