
1 π ‚ÚÓ‰ Û˜È‰ÂÏ

ÙÒÓ‰ ¯π
· ÒÁÈ·ÁÂ¯Â Û˜È‰ ÔÈ

 ̄ ÂÈˆ© ÔÂÒÎÏ‡‰ ̇ ‡ ¢·ÁÂ¯¢ ̄ Â˙· ̄ Á·Â ̈ Â„˜„˜ ÏÚ ÚÂ·È¯‰ ̇ ‡ „ÈÓÚ1È˙˘ ÔÈ· ̄ ˙ÂÈ· ÏÂ„‚‰ ̃ Á¯Ó‰ ‡Â‰˘ ̈ ®
ø¢·ÁÂ¯¢Ï Û˜È‰ ÔÈ· ÒÁÈ‰ ‰È‰È ‰Ó ÆÛ˜È‰‰ ÏÚ ˙Â„Â˜

∫Ò¯Â‚˙ÈÙ ËÙ˘Ó ÈÙÏ
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∫‡Â‰ Û˜È‰‰ ÔÎÏ

  
4a = 4 ⋅

k

2





 = 2 2 ⋅ k

∫‡Â‰ ·ÁÂ¯Ï Û˜È‰‰ ÔÈ· ÒÁÈ‰Â

  

4a

k
=

(2 2 ⋅ k)

k
= 2 2 ≈ 2.82

Æ¢·ÁÂ¯¢‰ Í¯Â‡· ˙ÂÏ˙ ‡ÏÏ ÚÂ·˜ ÒÁÈ‰ ¨¯ÓÂÏÎ

π Ï‚ÚÓ‰ Û˜È‰ÂÏ‚ÚÓ‰ Û˜È‰ÂÏ‚ÚÓ‰ Û˜È‰ÂÏ‚ÚÓ‰ Û˜È‰ÂÏ‚ÚÓ‰ Û˜È‰Â

¯Èˆ˜˙¯Èˆ˜˙¯Èˆ˜˙¯Èˆ˜˙¯Èˆ˜˙
 Æ˜È˙Ú‰ ÌÏÂÚ· ̇ Â¯˜Ò ̄ ¯ÂÚ Â¯ËÂ˜Ï Ï‚ÚÓ‰ Û˜È‰ ÔÈ· ÚÂ·˜‰ ÒÁÈ‰π‰ÏÈÓ‰ Ï˘ ‰Â˘‡¯‰ ̇ Â‡‰ ‡È‰ 

¯ÙÒÓ· ˜ÒÂÚ ¯Ó‡Ó‰ ÆÚÂ·˜‰ ÒÁÈÏ ÔÂÓÈÒ‰ Ô‡ÎÓÂ ¨®ÔÂ¯ËÓÈ¯Ù ÌÈ¯ÓÂ‡ ˘È Í‡ ¨‰È¯ÙÈ¯Ù© ˙ÈÂÂÈ· Û˜È‰
π˙Â‚ˆÂÓ ÍÎÏ ÛÒÂ ÆÔÂÂÈ·Â ÔÈÒ· ̈ Ï··· ̈ ‰È¯ÂËÒÈ‰‰ ÍÏ‰Ó· ÂÎ¯Ú ̇ ‡ ·˘ÁÏ Â˘Ú˘ ̇ ÂÂÈÒ·Â ÂÂÈÙ‡· ≠ 

¨ÌÈ„ÈÓÏ˙Ï ̄ ÓÂÁ‰ ̇ ‡ ÌÈ‡˙‰Ï Ô˙È ÆÌ¢·Ó¯‰ È·˙Î·Â Í¢˙· ̈¯ÙÒÓÏ ÌÈÈ„Â‰È ̇ Â¯Â˜Ó Ï˘ ̇ ÂÈÂÒÁÈÈ˙‰‰
ÆÒ¯Â‚˙ÈÙ ËÙ˘ÓÂ ÌÈÈÏÂÈˆ¯È‡ ÌÈ¯ÙÒÓ ÏÚ Â„ÓÏ˘ ¨ßÁ ‰˙ÈÎ ÛÂÒÓ ÏÁ‰

± ¯ÂÈˆ
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Farey

(c)         Ë¯ÂÙÒ‰Â ˙Â·¯˙‰ ¨ÍÂÈÁ‰ „¯˘ÓÏÂ Ú„ÓÏ ÔÓˆÈÂ ÔÂÎÓÏ ˙Â¯ÂÓ˘ ˙ÂÈÂÎÊ‰ ÏÎ 

a a

k



2π ‚ÚÓ‰ Û˜È‰ÂÏ

 ‡Â‰ ‰˘Â˘Ó Ï˘ ÂÚÏˆ Í¯Â‡ Ì‡ ÈÎ ÁÈÎÂ Æ‰˘Â˘Ó· ÍÂ¯‡‰ ÔÂÒÎÏ‡Ï Û˜È‰‰ ÔÈ· ÒÁÈ‰ ˙‡ ·˘ÁaÍ¯Â‡ ÈÊ‡ 
 ‡Â‰ ÔÂÒÎÏ‡‰2aÆ

 ̄ ÂÈˆ·3 ‡Â‰ ÊÎ¯Ó· ̇ ÂÈÂÂÊ‰ ÌÂÎÒ˘ ÔÂÂÈÎ ÆÌÈÙÙÂÁ ̈ÌÈÈ˜Â˘ ÈÂÂ˘ ÌÈ˘ÏÂ˘Ó ‰˘È˘Ï ‰˘Â˘Ó‰ ̇ ‡ Â˜ÏÈÁ 360˚¨
aAOC = 60˚ ˘ÏÂ˘Ó˘ ÔÂÂÈÎ ÆAOC ÌÈÈ˜Â˘ ‰ÂÂ˘ ‡Â‰ aA = aCÆ

 ‡È‰ Ì‚ ‰ÂÂ˘ ÂÏ‡ ˙ÂÈÂÂÊÓ ˙Á‡ ÏÎ ¨ÔÎÏ60˚ ˘ÏÂ˘Ó‰˘ Ô‡ÎÓ ÆAOCÍÎ Ì‡ Æ˙ÂÚÏˆ ‰ÂÂ˘ ‡Â‰ 

AB = 2a ,OA = a ‡Â‰ ÔÂÒÎÏ‡Ï Û˜È‰‰ ÔÈ· ÒÁÈ‰ ̈ ÔÎÏ Æ
  

6a

2a
= 3 ÆÆÚÂ·È¯· ¢·ÁÂ¯¢Â Û˜È‰ ÔÈ· ÒÁÈ‰Ó ÏÂ„‚ ‰Ê ÒÁÈ

Æ®˙ÂÏÈÚÙ‰ Í˘Ó‰Ï ÌÈ·Â˘Á ÏÈÚÏ ·Â˘ÈÁ‰Â ÌÈ˘Â˘Ó‰© ÏÏÎÂ˘Ó‰ ‰˘Â˘Ó‰ ¨˙ÙÒÂ ‰Ó‚Â„ ¯Á·
 ¯ÂÈˆ© ‰˘Â˘Ó· ÍÂ¯‡‰ ÔÂÒÎÏ‡‰ Í¯Â‡Î ·ÁÂ¯‰ ˙‡ ¯È„‚2Æ®

�

�

≤ ¯ÂÈˆ

≥ ¯ÂÈˆ



3 π ‚ÚÓ‰ Û˜È‰ÂÏ

‚‰ ˙¯„π
°ÌÈÓÂ„ ÌÈÏ‚ÚÓ‰ ÏÎ ¨Ï‚ÚÓ· ÊÎ¯˙ ÍÏÈ‡Â Ô‡ÎÓ

 ̄ ËÂ˜‰ ‡Â‰Â „Á‡ ¢ÈÚ·Ë¢ ·ÁÂ¯ ̃ ¯ ̆ È Ï‚ÚÓ· ̄ ÂÈˆ© 4®ÚÂ·˜ ‡Â‰ ̄ ËÂ˜Ï Û˜È‰‰ ÔÈ· ÒÁÈ‰ Ï‚ÚÓ·˘ ‰„·ÂÚ‰ Æ
ÆÍÎ ¯Á‡ ˜¯ ‰¯¯·˙‰ ®˙ÂÈÏÂÈˆ¯≠È‡© ‰Ê ÒÁÈ ‡Ë·Ó˘ ¯ÙÒÓ‰ ˙Â‰Ó Ï·‡ ¨Ì„˜ ÈÓÈ· ¯·Î ¢‰ÚÂ„È¢ ‰˙È‰

 ̇ Â‡· ÔÓÂÒÓ ̈ Â¯ËÂ˜Ï Ï‚ÚÓ‰ Û˜È‰ ÔÈ· ÚÂ·˜‰ ÒÁÈ‰π ̇ Â‡· Ï‚ÚÓ‰ Û˜È‰ ̇ ‡ ÔÓÒÏ ‚Â‰ Æ(circumference)
c ≠ ÒÂÈ„¯‰ ˙¯ÊÚ· ¯ËÂ˜‰ ˙‡Â ¨2r∫ÔÂÈÂ˘‰ ˙‡ ÌÈÏ·˜Ó Â‡ ÂÏ‡ ÌÈÂÓÈÒ· Æ

  
π = c

2r

ÔÂÈÂ˘‰ ˙‡ Â‡c = 2πr

¥ ¯ÂÈˆ

‚ Ì‡ÈÏÈÂ ÈÏ‚‡‰ È‡˜ÈËÓ˙Ó‰’ ÒÂ(W. Jones ,1675-1749) ˙Â‡· ˘Ó˙˘‰˘ ÔÂ˘‡¯‰ ¨‰‡¯‰ ÈÙÎ ¨‰È‰ ¨π
© ˙ÈÂÈ‰ ‰ÏÈÓÏ ¯ÂˆÈ˜ÎperimetronÆÂ¯ËÂ˜Ï Ï‚ÚÓ‰ Û˜È‰ ÔÈ· ÚÂ·˜‰ ÒÁÈ‰ ÔÂÓÈÒÏ ¨®ÔÂ¯ËÓÈ¯Ù ≠ 

∫ß‰ ‰˘Ó ¨ß‡ ˜¯Ù ¨ÔÈ·Â¯ÈÚ ˙ÎÒÓ ¨‰˘Ó· ‡Â¯˜Ï ÌÈÏÂÎÈ Â‡

¢ÆÁÙË ·ÁÂ¯ Â· ˘È ¨ÌÈÁÙË ‰˘ÂÏ˘ ÂÙÈ˜‰· ˘È˘ ÏÎ¢

 ≠Î ÒÁÈ‰ ˙‡ ‰¯Â‡ÎÏ ˙Ú·Â˜ ‰˘Ó‰˘ ˙Â¯ÓÏ3¯·Î ÚÂ„È ‰È‰ ¨®ÔÏ‰Ï ‰‡¯˘ ÈÙÎ Í¢˙· Ì‚ ÚÈÙÂ‰˘ Í¯Ú© ¨
 ¢Í¯Ú·¢ ˜¯ ‡Â‰ ÒÁÈ‰˘ ‰˘Ó‰ ˙ÙÂ˜˙ ÈÙÏ3 ≠Î ÌÈ‡˜ÈËÓ˙Ó Â„˜˘ ‰Ê‰ ¢Í¯Ú·¢‰ ˙Â‰Ó ÏÚ Æ2000Æ‰˘ 

 Ï˘ ÂÎ¯Ú ·Â˘ÈÁÏ ˙ÂÂÈÒ ¯Ó‡Ó· ¯‡˙πÆÒ„ÓÈÎ¯‡ È„È ÏÚ ÔÂÂÈ·Â ÈÂ‰≠ÈÏ È„È≠ÏÚ ‰˜È˙Ú‰ ÔÈÒ· ¨Ï··· 
‡È‰˘ ÌÂ˘Ó ÈÂ‰≠ÈÏ Ï˘ ‰ËÈ˘‰ È¯Á‡ Â˙ËÈ˘ ˙‡ ‚Èˆ Ï·‡ ¨ÈÈÒ‰ Â˙ÈÓÚÏ ˙È‚ÂÏÂÂ¯Î Ì„˜ Ò„ÓÈÎ¯‡

 Ï˘ ÂÎ¯ÚÏ ˙ÂÒÁÈÈ˙‰ ‡È· Í˘Ó‰· Æ˙ÈËÓ˙Ó ‰ÈÁ·Ó ¯˙ÂÈ ˙ÏÏÎÂ˘Ó πÆÌÈÈ„Â‰È ˙Â¯Â˜Ó·



4π ‚ÚÓ‰ Û˜È‰ÂÏ

··Ú‰ Ï‰˜È˙
ÌÈ˜ÒÂÚ‰ ˙ÂÁÂÏ Ì‰·Â ¨ÂÈÓÈ „Ú Â¯Ó˙˘ ÌÈ·¯ ˙ÂÁÂÏ È¯·˘ Æ¯ÓÈÁ ˙ÂÁÂÏ ÏÚ Ë¯Á· Â·˙Î ‰˜È˙Ú‰ Ï···

 ≠Î ÈÙÏ Â·˙Î˘ ¨ÂÏ‡ ˙ÂÁÂÏÓ „Á‡· ÆÌÈÈËÓ˙Ó ÌÈ‡˘Â·4000‰˘Â˘Ó Û˜È‰ ÔÈ· ÒÁÈ‰ ·Â˘ÈÁ ÚÈÙÂÓ ¨‰˘ 
 ¯ÂÈˆ© Ï‚ÚÓ‰ Û˜È‰Â ¨Ï‚ÚÓ· ÌÂÒÁ‰ ÏÏÎÂ˘Ó5Æ®

 ·˙Î ÂÈÓÈ Ï˘ ÌÈÓÈÒ·˘ ¯ÙÒÓ ‡È‰ ÁÂÏ· ·Â˘ÈÁ‰ ˙‡ˆÂ˙57/60 + 36/602 Â‡ ¨0.96 ÌÚ ·È˙Î‰ ˙¯Âˆ© Æ60

 ≠Â602 ÒÈÒ· ‰È‰ ÌÈÏ··‰ Â¯ÙÒÂ Â·˘ÈÁ Â·˘ ÒÈÒ·‰˘ ÍÎÏ ‰¯Â˘˜ ¨‰ÎÓ· 60®Æ
 Ï˘ Í¯Ú‰ ̇ ‡ ̃ ÈÒ‰Ï ÏÎÂ ‰‡ˆÂ˙‰ ÍÂ˙Ó Í‡ ̈ ÂÊ ‰‡ˆÂ˙Ï ÌÈÏ··‰ ÂÚÈ‚‰ „ˆÈÎ ÔÂÁË·· ÂÏ ÚÂ„È ‡ÏπÌ‰ Â·˘ 

ÆÂ˘Ó˙˘‰
Æ˙ÂÚÏˆ≠ÈÂÂ˘ ¨ÌÈÙÙÂÁ ÌÈ˘ÏÂ˘Ó ÌÈÏ·˜Ó  ¨ÌÈ˘ÏÂ˘Ó ‰˘È˘Ï ÏÏÎÂ˘Ó ‰˘Â˘Ó ÌÈ˜ÏÁÓ ¯˘‡Î˘ ¨ÏÈÚÏ ÂÈ‡¯

ÆÌÒÂÁ‰ Ï‚ÚÓ Ï˘ ÒÂÈ„¯‰ Í¯Â‡Ï ‰ÂÂ˘ ‰˘Â˘Ó‰ ÚÏˆ Í¯Â‡ ¨¯ÓÂÏÎ
 ‡Â‰ ÌÒÂÁ‰ Ï‚ÚÓ‰ Û˜È‰Ï ‰˘Â˘Ó‰ Û˜È‰ ÔÈ· ÒÁÈ‰ ¨ÔÎÏ6r/c  ÔÂÈÂ˘‰ ÍÂ˙ÓÂ Æc = 2πr∫Ï·˜ 

  

6r

c
= 6r

2πr
= 3

π

 ‡Â‰ ‰Ê ÒÁÈ ÌÈÏ··‰ ÈÙÏ0.96 ¨¯ÓÂÏÎ Æ
  

3

π = 0.96

ÌÈÏ·˜Ó Â‡ Ô‡ÎÓ
  
π =

3

0.96
= 3.125

 Í¯Ú‰ ¨ÔÎ‡Â3.125 Â‡© 
  
3

1

8
® Ï˘ Í¯Ú‰ ‡Â‰ πÆÌÈÏ··‰ Ïˆ‡ ÚÈÙÂÓ‰ 

Æ‰˘Â˘Ó‰ Ï˘ ÚÏˆ‰ Í¯Â‡· ÈÂÏ˙ ÂÈ‡ ÒÁÈ‰ ¨ÚÂ·È¯· ÂÓÎ ¨·Ï ÂÓÈ˘

µ ¯ÂÈˆ

± ‰„ÈÁ± ‰„ÈÁ± ‰„ÈÁ± ‰„ÈÁ± ‰„ÈÁ ‰¯ËÂ˜˘ ‰ÎÈ¯· ̇ Â·Ï ‰ˆ¯ ̄ È˘Ú ÈÏ··  ∫50‡Â‰ Æ‰ÎÂ˙Ï ÂÏÙÈ ‡Ï ÌÈ„ÏÈ˘ È„Î ̈‰˙Â‡ ̄ „‚ÏÂ ßÓ 
 Ï˘ Í¯Ú· ˘Ó˙˘‰Â ¨‰Ï ˜˜„ÊÈ˘ ¯„‚‰ Í¯Â‡ ˙‡ ·˘ÈÁπ ÂÏ ÚÂ„È ‰È‰˘ (3.125)ÚÂÓÏ ÁÈÏˆÈ Ì‡‰ Æ

ø‰ÎÒ‰ ˙‡



5 π ‚ÚÓ‰ Û˜È‰ÂÏ

Ú‰ ÔÈÒ‰˜È˙
 Í¯Ú ˙‡ ÌÈÏ··‰ Â·˘ÈÁ ÍÈ‡ ÂÏ ÚÂ„È ‡Ï ¨Â¯Ó‡˘ ÈÙÎπ Ï˘ ÌÈ·Â˘ÈÁ Ì‰È¯Á‡ Â¯È‡˘‰ ÌÈÈÒ‰ Í‡ ¨πÈÙÏ Æ

 ≠Î2000Ï˘ ÌÈ·Â¯È˜Ï ˙Â¯È˘È ÂÚÈ‚‰ ÍÎ·Â ¨¯ËÂ˜Ï Ï‚ÚÓ· ÌÂÒÁ ÚÏÂˆÓ Û˜È‰ ÔÈ· ÒÁÈ‰ ˙‡ ÔÈÒ· Â·˘ÈÁ ‰˘ 
π ÈÂ‰≠ÈÏ ÈÈÒ‰ È‡˜ÈËÓ˙Ó‰ Æ(Li-Hui) ≠Î ÈÙÏ ÈÁ˘ ¨1700¨Ï‚ÚÓ· ÌÂÒÁ ÏÏÎÂ˘Ó ‰˘Â˘ÓÓ ÏÈÁ˙‰ ¨‰˘ 

È· ÌÈÚÏÂˆÓ Ï·È˜ ‡Â‰ ÍÎ ÆÏ‚ÚÓ‰ Û˜È‰Ï ·¯˜˙‰Ï È„Î ¨ÚÏÂˆÓ‰ Ï˘ ˙ÂÚÏˆ‰ ¯ÙÒÓ ˙‡ ·Ï˘ ÏÎ· ÏÈÙÎ‰Â
48 ,24, 12≠Â 96 ÆÂÈ˙Â·˜Ú· ÍÏ Â‡Â ̈ ¢Ò¯Â‚˙ÈÙ ËÙ˘Ó¢ ̇ ¯ÊÚ· ·˘ÈÁ ‡Â‰ ÌÈÚÏÂˆÓ‰ ̇ ÂÚÏˆ Í¯Â‡ ̇ ‡ Æ˙ÂÚÏˆ 

 ·Â˘ÈÁπÈÂ‰≠ÈÏ ÈÙ ÏÚ 

 ‡Â‰ ÂÒÂÈ„¯˘ Ï‚ÚÓ· ̃ ÂÒÚÂ Ë˘Ù ÔÎÏÂ ÒÂÈ„¯‰ Í¯Â‡· ÈÂÏ˙ ÂÈ‡ ÒÁÈ‰ ÈÎ ̄ ·Î ÂÈ‡¯2‰˘Â˘Ó ÌÒÂÁ‰ ̇ Â„ÈÁÈ 
 ÔÎ Ì‚ ‡Â‰ ‰˘Â˘Ó‰ ÚÏˆ Í¯Â‡˘ Ì‚ ÂÈ‡¯  ÆÏÏÎÂ˘Ó2Ï‚ÚÓ‰ ̄ ËÂ˜Ï ‰˘Â˘Ó‰ Û˜È‰ ÔÈ· ÒÁÈ‰ ̈ ÔÎÏ Æ˙Â„ÈÁÈ 

 ‡Â‰ ®‰˘Â˘Ó‰ Ï˘ ÏÂ„‚‰ ÔÂÒÎÏ‡‰ ‡Â‰˘©
  

6 ⋅ 2

4
= 3 Ï˘ Í¯ÚÏ ÔÂ˘‡¯‰ ·Â¯È˜‰ Â‰ÊÂ πÆ

 Ô· ÏÏÎÂ˘Ó ÚÏÂˆÓ ‰· ‡·‰ ·Ï˘·12„Â˜„˜‰˘ ÍÎ ÚÏˆ ÏÎ Ï˘ ÚˆÓ‡‰ ˙„Â˜ ¢˙Ó¯‰¢ È„È≠ÏÚ ¨˙ÂÚÏˆ 
 ¯ÂÈˆ© Ï‚ÚÓ‰ ÏÚ ÁÂÈ ˘„Á‰6Æ®

˙„Â˜ ̇ ‡ ¢ÂÓ¯‰¢ ‰ÓÎ· ·˘ÁÏ ÂÈÏÚ ÔÂ˘‡¯‰ „Úˆ·
 ÚˆÓ‡‰A ˘„Á‰ „Â˜„˜Ï ˙ÎÙÂ‰ ‡È‰˘© BÆ®

 ˜Á¯Ó‰ ˙‡ ·˘ÁÏ ÂÈÏÚ ¨¯ÓÂÏÎAB˘¯Ù‰‰ ‡Â‰˘ 
OB – OA = 2 – OAÆ

 ˜Á¯Ó‰ ˙‡ Ò¯Â‚˙ÈÙ ËÙ˘Ó ˙¯ÊÚ· ·˘Á OA

 ˙ÈÂÂÊ‰ ¯˘È ˘ÏÂ˘Ó·OAC ¯ÂÈˆ© 7∫®

  OA = OC
2 – CA

2 = 2
2 – 1

2 = 3

 ˜Á¯Ó‰ ÔÎÏAB¨ÚˆÓ‡‰ ˙„Â˜ ˙‡ ¢ÌÈ¯‰Ï¢ ˘È˘ ¨

 ‡Â‰ Ï‚ÚÓ‰ ÏÚ ÁÂ˙˘ ÍÎ  2 – 3Æ

∑ ¯ÂÈˆ

∂ ¯ÂÈˆ



6π ‚ÚÓ‰ Û˜È‰ÂÏ

˘„Á‰ ÚÏÂˆÓ· ÚÏˆ‰ Í¯Â‡ ˙‡ ·˘Á ‰˙Ú
 Ï˘ È˘‰ ·¯Â˜Ó‰ Í¯Ú‰ ˙‡ ‡ˆÓ Â˙ÂÚˆÓ‡·ÂπÆ

 ¯ÂÈˆ· ÌÈ‡Â¯˘ ÈÙÎ8 ÚÏˆ‰ Í¯Â‡ ¨BC∫‡Â‰ 

  k = 1
2 + (2 – 3)2 =...= 8 – 4 3 = 2 2 – 3 ≈ 1.035

 ‡Â‰ ÚÏÂˆÓ‰ Û˜È‰12k ‡Â‰ ¯ËÂ˜‰Â ¨4∫Ï·˜ ÔÎÏ ¨

  

12k

4
= 3k ≈ 3.105

≠Ï È˘ ·Â¯È˜ ‡Â‰Âπ Æ

 ≠Ï ·Â¯È˜ ·˘ÁÏ ÍÈ˘Óπ Ô· ÏÏÎÂ˘Ó ÚÏÂˆÓ È„È≠ÏÚ 24 ¯ÂÈˆ· Æ˙ÂÚÏˆ 9˙‡ ÌÒÂÁ‰ Ï‚ÚÓ‰Ó ˜ÏÁ ÚÈÙÂÓ 
 ÏÚ· ÏÏÎÂ˘Ó‰ ÚÏÂˆÓ‰12Æ˙ÂÚÏˆ 

OB = 2ª  ∫ÏÈÚÏ ·Â˘ÈÁ‰ ÍÓÒ ÏÚBC ≈ 1.035

 ˙‡ ¢ÌÈ¯‰Ï¢ ˘È ‰ÓÎ· ·˘ÁD ÚÏˆ‰ ÚˆÓ‡ ¨BC ¢˘„Á¢ „Â˜„˜ ¯ÂˆÈÏ È„Î ¨E˜Á¯Ó‰ ˙‡ ·˘Á ¯ÓÂÏÎ© 
DE ‰˘„Á‰ ÚÏˆ‰ Í¯Â‡ ˙‡ ‡ˆÓÂ ¨®BE∫

Æ‡ Í¯Â‡ ·Â˘ÈÁDE

 ∫ÔÂ˙BC ≈ 1.035  ∫ÔÎÏÂ  BD = 
  

1

2
BC ≈ 0.5175

�

�

�
�

�

�

π ¯ÂÈˆ

∏ ¯ÂÈˆ



7 π ‚ÚÓ‰ Û˜È‰ÂÏ

˙ÂÚÏˆ‰ ¯ÙÒÓ612244896

∫ÒÁÈ‰33.1053.1333.1393.141 Û˜È‰
¯ËÂ˜

 ‡Â‰ ̄ ËÂ˜Ï Û˜È‰‰ ÔÈ· ÒÁÈ‰ ÌÈÈ˘ÚÓ ÌÈÎ¯ˆÏ˘ ·˙ÎÂ ÂÈ·Â˘ÈÁ ̇ ‡ ÌÎÈÒ ÈÂ‰≠ÈÏ3.14ÒÁÈ˘ ·˙ÎÂ ÛÈÒÂ‰ ‡Â‰ Æ
 Ï˘ È˙ÈÓ‡‰ Í¯Ú‰Ó ˙ˆ˜Ó· ÔË˜ ¨ÚÈ‚‰ ÂÈÏ‡˘ ¨‰ÊπÆ

Ï·˜˙Ó‰ ÒÁÈ‰˘ Ô‡ÎÓ ÆÏ‚ÚÓ‰ Ï˘ È˙ÈÓ‡‰ Û˜È‰‰Ó ÔË˜ „ÈÓ˙ ÂÙ˜È‰ ÔÎÏÂ ¨Ï‚ÚÓ· ÌÂÒÁ ÚÏÂˆÓ‰ ¨ÌÓ‡Â
 Ï˘ ÂÎ¯ÚÓ ÔË˜πÆ

 ÈÂ‰≠ÈÏ ÚÈ‚‰ ‰ÈÏ‡˘ ‰‡ˆÂ˙‰ ÔÈ· Ï„·‰‰ ∫‰¯Ú‰(3.133) ¯Â·Ú 24˙„ÈÓÓ Ú·Â ÂÏ˘ ÏÂ‚¯È˙‰ ˙‡ˆÂ˙Â ˙ÂÚÏˆ 
ÆÌÈÈÈ·‰ È·Â˘ÈÁ· ÌÈÁ˜ÂÏ˘ ˜ÂÈ„‰

 ˘ÏÂ˘Ó·OBD∫

  OD = 2
2 – (0.5175)2 = 1.9319

DE = 2 – OD = 2 – 1.9319 = 0.0681

Æ· Í¯Â‡ ·Â˘ÈÁ BE ˘ÏÂ˘Ó·EBD

    BE = (0.5175)2 + (0.0681)2 = 0.5220

Æ‚ÌÒÂÁ‰ Ï‚ÚÓ‰ ¯ËÂ˜Â ÚÏÂˆÓ‰ Û˜È‰ ÔÈ· ÒÁÈ‰ ˙‡ ·˘Á ‰˙Ú
 ˘È ÚÏÂˆÓ·24 ∫‡Â‰ ÂÙ˜È‰ ÔÎÏÂ ˙ÂÚÏˆ 24 · 0.522 = 12.528

 ‡Â‰ ¯ËÂ˜‰4 ≠Ï È˘ÈÏ˘‰ ·Â¯È˜‰ ÔÎÏ ¨π ∫‡Â‰ 
  

12.528

4
= 3.132

 È· ÌÈÏÏÎÂ˘Ó ÌÈÚÏÂˆÓ ‰·Â ÈÂ‰≠ÈÏ ÍÈ˘Ó‰ ‰ÓÂ„ ‰¯Âˆ·48 ≠Â 96Æ‰Ï·Ë· ÌÈ‚ˆÂÓ ÌÈÏ·˜˙Ó‰ ÌÈÎ¯Ú‰ Æ˙ÂÚÏˆ 

Ú‰ ÔÂÂÈ Ò„ÓÈÎ¯‡ ≠ ‰˜È˙(Archimedes)

© Ò„ÓÈÎ¯‡ ÈÂÂÈ‰ È‡˜ÈËÓ˙Ó‰287-212¨Ò¢‰ÙÏ 
Ï˘ ¯˙ÂÈ· È¯Â˜Ó‰ È‡˜ÈËÓ˙Ó‰¢ ¯‡Â˙Ï ‰ÎÊ ®Í¯Ú·
·Â˘ÈÁ‰ ̇ ˜ÈÎË· ̆ Ó˙˘‰ ‡Â‰ Ì‚ Æ¢‰˜È˙Ú‰ ̇ Ú‰

ÆÂ¯‡È˙˘
 ≠Î ÈÁ Ò„ÓÈÎ¯‡600ÊÂ˜¯ÈÒ ¯ÈÚ· ÈÂ‰≠ÈÏ ÈÙÏ ‰˘ 

(Syracuse)ÔÈ·Â ̈ ‰¯ÂÙ ‡ÈˆÓÓ ‰È‰ ‡Â‰ Æ‰ÈÏÈˆÈÒ È‡· 
˙·È‡˘Ï Ô˜˙Ó ¨¢Ò„ÓÈÎ¯‡ ‚¯Â·¢ ˙‡ ‡ÈˆÓ‰ ¯˙È‰

 ¯ÂÈˆ· ÏÂ·· ˙‚ˆÂÓ Â˙ÏÂÚÙ˘ ÌÈÓ10Æ

±∞ ¯ÂÈˆ

Æ®ÏÈÚÙ ‰ÊÎ ‚¯Â· ˘È ÔÓˆÈÂ ÔÂÎÓ· Ú„Ó‰ Ô‚· ∫‰¯Ú‰©
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ÌÈÏÏÎÂ˘Ó ‰ÓÁÏÓ È˜˙Ó ‰· ÌÈ‡ÓÂ¯· ‰ÓÁÏÓ‰ ˙Ú· ÍÈ‡ ¨Ï˘ÓÏ ÆÒ„ÓÈÎ¯‡ ÏÚ ÌÈ¯ÙÂÒÓ ÌÈ·¯ ÌÈ¯ÂÙÈÒ
Ì¯˙ Ò„ÓÈÎ¯‡ ÆÌÈ‡ÓÂ¯‰ ˙ÂÈ‡ ˙‡ Â˙Èˆ‰Â ˘Ó˘‰ È¯˜ ˙‡ ÂÊÎÈ¯˘ ˙Â¯ÂÚ˜ ˙Â‡¯Ó ˙Î¯ÚÓ ÔÂ‚Î ¨¯˙ÂÈ·
ÏÈÏ‚ ¨¯Â„Î Ï˘ ÌÈÁÙ ˙ÚÈ·˜Ï ˙Â‡ÁÒÂ ÁÒÏ ÔÂ˘‡¯‰ ‰È‰˘ ‰‡¯ ¯‡˘‰ ÔÈ·Â ¨‰˜ÈËÓ˙Ó‰ ÁÂ˙ÈÙÏ ˙Â·¯

ÆËÂ¯ÁÂ

 ·Â˘ÈÁÏ Ò„ÓÈÎ¯‡ ˙ËÈ˘π
 Ï˘ Í¯Ú‰Ó ÔË˜ ÂÏ·È˜˘ Í¯Ú‰˘ ÌÈÚ„ÂÈ Â‡ ÈÂ‰≠ÈÏ Ï˘ Â˙ËÈ˘·π‰˘Ú Ò„ÓÈÎ¯‡ Æ‰ÓÎ· ÌÈÚ„ÂÈ ÂÈ‡ Í‡ ¨

˙‡ ÌÒÁÂ ¨Ï‚ÚÓ· ÚÏÂˆÓ ÌÒÁ ‡Â‰ ÆÌÈÓÒÂÁ ÌÈÚÏÂˆÓ· Ì‚ ‡Ï‡ ¨Ï‚ÚÓ· ÌÈÓÂÒÁ ÌÈÚÏÂˆÓ· ˜¯ ‡Ï ˘ÂÓÈ˘
¨ÚÏÂˆÓ‰ ˙ÂÚÏˆ ¯ÙÒÓ ˙‡ ·Ï˘ ÏÎ· ÏÈÙÎ‰ ¨ÔÎÓ ¯Á‡Ï Æ˙ÂÚÏˆ ¯ÙÒÓ Â˙Â‡ ÏÚ· ÏÏÎÂ˘Ó ÚÏÂˆÓ· Ï‚ÚÓ‰

 ˙‡ ¢ÌÈ‡ÏÂÎ¢ Â‡ ÂÊ Í¯„· ÆıÂÁ·Ó Ì‚Â ÌÈÙ·Ó Ì‚ Ï‚ÚÓ‰ Û˜È‰Ï ·¯˜˙‰ ÍÎ·ÂπÏÂ„‚ „Á‡ ¨ÌÈÎ¯Ú È˘ ÔÈ· 
≠Ï ÌÈ·¯˜˙ÓÂ ¨ÂÓÓ ÔË˜ „Á‡Â ÂÓÓπ Í¯Ú ˙‡ ·˘ÁÏ ¨˙ÈË¯Â‡È˙ ¨˙¯˘Ù‡Ó Í¯„‰ ÆÌÈÂÂÈÎ‰ È˘Ó ÔÓÊ‰ ÏÎ 

πÆ‰ˆ¯˘ ˜ÂÈ„ ˙„ÈÓ ÏÎ· 
 È· ÌÈÚÏÂˆÓ ÌÚ ˙‡Ê ÚˆÈ· Ò„ÓÈÎ¯‡ Ì‚48 ,24, 12 ,6≠Â 96 ‰˘Â˘Ó ÌÚ Í¯„‰ ˙‡ ÌÈ‚„ Â‡ Æ˙ÂÚÏˆ 

ÆÏÏÎÂ˘Ó
Í¯ÚÏ Ï·˜˘ ·Â¯È˜‰ Ï‚ÚÓ· ÏÏÎÂ˘Ó ‰˘Â˘Ó ÌÈÓÒÂÁ ̄ ˘‡Î˘ ÌÈÚ„ÂÈ ̄ ·Î Â‡ ÈÂ‰≠ÈÏ ̇ ËÈ˘ ÏÚ ÔÂÈ„‰ ÍÂ˙Ó

π ‡Â‰ 3 ÂÒÂÈ„¯˘ Ï‚ÚÓ ÌÂÒÁ ˙ÚÎ Æ2 ¯ÂÈˆ© ÏÏÎÂ˘Ó ‰˘Â˘Ó· ¨ÌÈ·Â˘ÈÁ‰ ÏÚ Ï˜‰Ï È„Î ·Â˘ ¨˙Â„ÈÁÈ 11Æ®

� �(ציור �איטלקי �בול �על �מופיע �10דגם�הבורג �משנת �בבול1983) �הנראה �מים, �העלאת �בורג .

�מקורת �הותקן �השקאה, �לצרכי �בעיקר �ששימש �הבורג, �לארכימדס. �מיוחס �רוחב, בחתך

�נתונה �היתה �כולה �המערכת �לוליינית. �בצורת �עץ �פיסות �חוברו �שמסביבה �מעוגלת, עץ

�לאורך �טיפסו �המים �הרגל. �באמצעות �והונעה �באלכסון �במים �הוצבה �היא �גליל. בתוך

�העליון. �בקצהו �ונשפכו הבורג

�ביוב �מערכות �יין, �ייצור �שונים: �בתחומים �ארכימדס �של �ברעיון �משתמשים �בימינו גם

�המזרימה �במשאבה �מותקן �ארכימדס" �"בורג �לב �בניתוחי �הלב. �של �מעקפים וניתוחי

�הניתוח. �לצורך �הלב �פעולת �את �שמפסיקים �בזמן �לגוף, �דם �אחיד באופן

ÌÒÂÁ†ÚÏÂˆÓ†Û˜È‰

Ï‚ÚÓ†¯ËÂ˜

Ï‚ÚÓ†Û˜È‰

Ï‚ÚÓ†¯ËÂ˜

ÌÂÒÁ†ÚÏÂˆÓ†Û˜È‰

Ï‚ÚÓ†¯ËÂ˜
< <

< <

±± ¯ÂÈˆ

∫ÌÈ‡·‰ ÌÈÂÈÂÂ˘‰≠È‡ ÌÈÓÈÈ˜˙Ó ÈÎ ÌÈ‡Â¯ ¯ÂÈˆ·
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Æ‰È¯ËÓÂÂ‚È¯Ë· ˘ÂÓÈ˘ ‰˘Ú ¯˘‡ ¨Ò„ÓÈÎ¯‡ Ï˘ ÂÏ‡Ó ÌÈÂ˘ ÂÏ˘ ÌÈ·Â˘ÈÁ‰ ∫‰¯Ú‰
˘ÏÂ˘Ó· ÔÂ·˙OAB  ¯ÂÈˆ© 12Æ®

aB = aA = 60˚ ,AO = BO, aO = 60˚Æ
˘ÏÂ˘Ó‰˘ Ô‡ÎÓAOB ≠Â ˙ÂÚÏˆ ‰ÂÂ˘ AB = OB Æ

±≤ ¯ÂÈˆ

 ˙ÈÂÊ‰ ¯˘È ˘ÏÂ˘Ó‰ ÏÚ ÏÎ˙Ò ¨˙ÚÎOCB ¯ÂÈˆ© 13Æ®
 ˘ÏÂ˘Ó˘ ÔÂÈÎ AOBÍ¯Â‡˘ Ï·˜˙Ó ¨˙ÂÚÏˆ ‰ÂÂ˘ ‡Â‰

 ÚÏˆ‰ CB ÚÏˆ‰ ˙ÈˆÁÓ ‡Â‰.OB

±≥ ¯ÂÈˆ

 ÚÏˆ‰ Í¯Â‡ ‰Ó ‡ˆÓCB ¯ÂÈˆ© 14®
 ÚÏˆ‰ Í¯Â‡ ˙‡ ÔÓÒ CB ˙Â‡·a Ê‡Â OB = 2aÆ

 Â‰Ó ‡ÂˆÓÏ ÏÎÂ Ò¯Â‚˙ÈÙ ËÙ˘Ó ˙¯ÊÚ·aÆ

22 + a2 = (2a)2

∫Â‡ 4 + a2 = 4a2

∫ÔÎÏ 4 = 3a2

Ô‡ÎÓ 
  

2

3
= a

±¥ ¯ÂÈˆ
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±µ ¯ÂÈˆ

 Ï˘ ·¯Â˜Ó‰ Í¯Ú‰ ˙‡ ·˘Á ‰˙Úπ ¯ÂÈˆ© ÌÒÂÁ‰ ‰˘Â˘Ó‰ ˙¯ÊÚ· Ï·˜˙Ó˘ 15®

 ‡Â‰ ‰˘Â˘Ó‰ ÚÏˆ Í¯Â‡2a ¯ÓÂÏÎ ¨
  

4

3
Æ 

  ∫‡Â‰ Ï‚ÚÓ‰ ¯ËÂ˜Ï ÌÒÂÁ‰ ‰˘Â˘Ó‰ Û˜È‰ ÔÈ· ÒÁÈ‰
  

6 · 
4

3







4
=

6

3
≈ 3.46

 ÌÈÏ·˜Ó ÌÂÒÁÂ ÌÒÂÁ ‰˘Â˘Ó ˙¯ÊÚ· ¨ÍÎ3 < π < 3.46

 Ô· ÚÏÂˆÓ ˙¯ÊÚ· ¨Ò„ÓÈÎ¯‡ ÚÈ‚‰ ‰ÓÂ„ Í¯„·96 Ï˘ ‰‡·‰ ‰Î¯Ú‰Ï ˙ÂÚÏˆ πÆ

  
3

10

71
< π < 3

1

7

 ˙‡ ÌÒÁ Ò„ÓÈÎ¯‡ ¨·Ï ÂÓÈ˘πÆÌÈÈÂ¯˘Ú ÌÈ¯·˘ Â˙Â˘¯Ï Â„ÓÚ ‡Ï ÈÎ ¨„·Ï· ÌÈËÂ˘Ù ÌÈ¯·˘ È„È≠ÏÚ 
 ‡È‰ Â˙Î¯Ú‰ ÂÏ˘ ÈÂ¯˘Ú ·È˙Î·3.1408 < π < 3.1429Æ

˙ËÈ˘ Ì‚Â ¨ÂÈÓÈ Ï˘ ·Â˘ÈÁ‰ ÈÏÎ Â˙Â˘¯Ï Â„ÓÚ ‡Ï˘ ¯ÂÎÊ Ì‡ „ÂÁÈÈ· ¨¯˙ÂÈ· ÌÈ˘¯Ó Ò„ÓÈÎ¯‡ Ï˘ Â‚˘È‰
Æ¯˙ÂÈ· ˙Ï·¯ÂÒÓ ‰˙È‰ ÂÓÊ· ÈËÓ˙Ó‰ ÔÂÓÈÒ‰

È˙Ù¯ˆ‰ È‡˜ÈËÓ˙Ó‰ È¢Ú ÚˆÂ· ÌÈÓÈ‰„Ó‰ ÌÈ·Â˘ÈÁ‰ „Á‡ ÆÂÈ¯Á‡ ÌÈ·¯ Â˘Ó˙˘‰ Ò„ÓÈÎ¯‡ Á˙ÈÙ˘ ‰˜ÈÎË·
 ‰Ë‡ÈÂ(Viéte 1540-1603) Ô· ÚÏÂˆÓ· ˘Ó˙˘‰˘ ¨393,216 Í¯Ú ˙‡ ·˘ÁÏ ÁÈÏˆ‰Â ˙ÂÚÏˆ π Ï˘ ˜ÂÈ„· 10

Æ˙Â¯ÙÒ
 ˘ ·Ï ÂÓÈ˘393,216 = 6 · 216 ÚˆÈ· ‰Ë‡ÈÂ ¨¯ÓÂÏÎ Æ16ÆÒ„ÓÈÎ¯‡ ˙ËÈ˘· ÌÈ·Ï˘ 

∫≤ ‰„ÈÁ∫≤ ‰„ÈÁ∫≤ ‰„ÈÁ∫≤ ‰„ÈÁ∫≤ ‰„ÈÁ ¯ËÂ˜· ‰ÏÂ‚Ú ‰ÎÈ¯· ‰· Ò„ÓÈÎ¯‡ 50Æ‰ÎÈ¯·Ï ·È·ÒÓ ¯„‚ ÔÈÓÊ‰Ï Â¯ÊÂÚÓ ˘˜È· ‡Â‰ Æ¯ËÓ 

 ÔÂ˙Á˙‰ ÏÂ·‚· ̆ Ó˙˘‰ ‡Â‰ ̈¯„‚‰ Í¯Â‡ ̇ ‡ÈˆÓ Ì˘Ï ̈¯ÊÂÚ‰ ‰˘Ú˘ ·Â˘ÈÁ·
  

3
10

71





 Ï˘ πÏÎÂÈ Ì‡‰ Æ

ø¯„‚· ‰ˆ¯Ù‰ Í¯„ ÒÎÈ‰Ï Ò„ÓÈÎ¯‡
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πÌÈÈ„Â‰È ˙Â¯Â˜Ó· 
πÍ¢˙· 

 ≠Ï ˙ÂÒÁÈÈ˙‰ ÌÈ‡ˆÂÓ Â‡ ÌÈÈ„Â‰È ˙Â¯Â˜Ó· Ì‚π˙È· ÔÈ· ¯Â‡È˙· ¨„¢Î ˜ÂÒÙ ßÊ ˜¯Ù ß‡ ÌÈÎÏÓ ¯ÙÒ· Æ
∫‡·‰ ˜ÂÒÙ‰ ˙‡ ÌÈ‡¯Â˜ Â‡ ¨˘„˜Ó‰

ÌÈ˘Ï˘ ̨ Â˜Â¸ ‰Â˜Â ̈ Â˙ÓÂ˜ ‰Ó‡· ̆ ÓÁÂ ·È·Ò Ï‚Ú Â˙Ù˘ ̨ Ï‡¸ „Ú Â˙Ù˘Ó ‰Ó‡· ̄ ˘Ú ̈ ˜ˆÂÓ ÌÈ‰ ̇ ‡ ̆ ÚÈÂ¢
¢Æ·È·Ò Â˙‡ ·ÒÈ ‰Ó‡·

¯˘Ú ‰¯ËÂ˜Â ‰Ó‡ ÌÈ˘ÂÏ˘ ‰Ù˜È‰ ¨‰Ó‡ ˘ÓÁ ‰‰·Â‚˘ ®ÌÈ‰© ‰ÏÂ‚Ú ˙˘ÂÁ ˙ÎÈ¯· ˙¯‡Â˙Ó ‰Ê ˜ÂÒÙ·
 ≠Î Á˜Ï ‰‡¯Î ¯ËÂ˜Ï Û˜È‰‰ ÔÈ· ÒÁÈ‰˘ Ô‡ÎÓ Æ‰Ó‡3È¯·„ ¯ÙÒ· Æ‰Ê ˜ÂÒÙ· ¢‰Â˜¢ ‰ÏÈÓÏ ·Ï ÂÓÈ˘ Æ

Ì‰Ó „Á‡ ¨ÌÈÈ¯‚ÂÒ ÔÈ· ÏÈÚÏ ÌÈÈÈÂˆÓ˘ ÌÈÈÂÈ˘‰ È˘ ‡ÈˆÂ‰Ï ˜ÂÈ„· ˜ÂÒÙ Â˙Â‡ ÚÈÙÂÓ ¨ß„ ˜¯Ù ¨ß· ÌÈÓÈ‰
Æ‰‡·‰ ‰·˘ÁÓÏ Ï¢ˆÊ ˜ÂÓ Â‰È˙˙Ó ·¯‰ ˙‡ ‡È·‰ ‰Ê‰ Ï„·‰‰ Æ¢Â˜¢ ‰ÏÈÓ‰

 Ω ‰Â˜ ‰È¯ËÓÈ‚·111 Ω Â˜ ≠Â ¨106 ‡Â‰ ÌÈ¯ÙÒÓ‰ ÔÈ· ÒÁÈ‰ Æ1.0472 = 111/106‰Ê‰ ÒÁÈ‰ ˙‡ ÏÂÙÎ ¯˘‡Î Æ
 ≠·3 Ï·˜ ®Í¢˙· ¢ÚÈÙÂÓ‰¢ Í¯Ú‰© 3 · 1.0472 = 3.1416Æ

 Ï˘ ˜ÈÂ„Ó Í¯Ú ¨¯ÓÂÏÎπ ≠Ï „Ú 4Æ˙ÈÂ¯˘Ú‰ ‰„Â˜‰ È¯Á‡ ˙Â¯ÙÒ 
 ≠· Â˘Ó˙˘‰ Ï·‡ ¨Í¢˙‰ ˙ÙÂ˜˙· ¯·Î ‰ÚÂ„È ‰˙È‰ ÂÊ ˜ÂÈ„ ˙„ÈÓ˘ ‰˙È‰ ˜ÂÓ ·¯‰ Ï˘ Â˙˜ÒÓ3ÈÓÚ¢Ï 

ÆÊÓ¯ ˜¯ Ï¢‰ ˜ÂÈ„‰Â ¨¢ı¯‡‰

π·˙Î· Ì¢·Ó¯‰ È

 Ï˘ ÌÈÂ˘ ÌÈ·Â¯È˜ ÂÈ‡¯ ÂÈ˘ÎÚ „Úπ Ï˘ ˜ÈÂ„Ó‰ Í¯Ú‰ ÂÈ‡ Ì‰Ó „Á‡ Û‡ Æπ¨Ì¢·Ó¯‰ ¨Â˙ÚÈ„È ·ËÈÓ ÈÙÏ Æ
≠‰ ‰‡Ó· ÈÁ˘12  Ï˘ ˜ÈÂ„Ó‰ ÂÎ¯Ú ˙‡ ·˘ÁÏ ¯˘Ù‡ È‡˘ ·˙Î˘ ÔÂ˘‡¯‰ ‰È‰ ¨πÍÎ ÏÚ ÊÓ¯ ¨ÍÎ Ì‡ Æ

≠˘π ÆÈÏÂÈˆ¯È‡ ¯ÓÂÏÎ ¨È¯ÂÊÁÓ ‡Ï ÈÙÂÒÈ‡ ÈÂ¯˘Ú ¯ÙÒÓ 
¢ÆÁÙË ·ÁÂ¯ Â· ˘È ¨ÌÈÁÙË ‰˘Ï˘ ÂÙ˜È‰· ˘È˘ ÏÎ¢ ∫·Â˙Î ß‰ ‰˘Ó ¨ß‡ ˜¯Ù ¨ÔÈ·Â¯ÈÚ ˙ÎÒÓ· ¨‰˘Ó·

∫Ì¢·Ó¯‰ ·˙ÂÎ ‰˘Ó‰Ó ‰Ê ÚË˜Ï Â˘Â¯ÈÙ· ®ÆÁÙË Â¯ËÂ˜ ÌÈÁÙË ‰˘ÂÏ˘ ÂÙ˜È‰˘ ÏÂ‚ÈÚ ¨¯ÓÂÏÎ©

∫ÂÈÓÈ ·˙ÎÏ È¢˘¯ ·˙ÎÓ ˙ÂÂ˘‡¯‰ ˙Â¯Â˘‰ Ï˘ ÌÂ‚¯˙·Â
ÔÂ¯ÒÁÂ Æ˙Ó‡· ÌÏÂÚÏ Â· ¯·„Ï ¯˘Ù‡ È‡Â ¨ÚÂ„È ÈÏ· ‰˙Â‡ ··ÒÓ‰ Ï‡ ‰ÏÂ‚Ú‰ ÔÂÒÎÏ‡ ÒÂÁÈ ÈÎ ¨˙Ú„Ï ÍÏ ˘È¢
¢ÆÆÆ·Â¯È˜· ‰Ê ÚÂ„È Ï·‡ ¨‚˘ÂÈ˘ Â˙Â‡ÈˆÓ· ÔÈ‡Â ¨ÚÂ„È ÈÏ· ¯·„‰ ‰Ê ÈÚ·Ë· ‡Â‰ Ï·‡ ÆÆÆÂ˙‡Ó ‰È‡ ‰‚˘‰‰ ÂÊ

Æ˙ÈÙÂÒÂ ˙˜ÈÂ„Ó ‰¯Âˆ· Â¯ËÂ˜Ï Ï‚ÚÓ‰ Û˜È‰ ÔÈ· ÒÁÈ‰ ˙‡ ‡Ë·Ï ¯˘Ù‡≠È‡˘ Ô‡Î ¯È·ÒÓ Ì¢·Ó¯‰
ÆÒÁÈ‰ Ï˘ ÂÚ·Ë ÏÏ‚· ‡Ï‡ ¨ÂÏ˘ ˙ÂÏ·‚ÂÓ ÏÏ‚· ‰È‡ ÂÊ ˙Â¯˘Ù‡≠È‡
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®ÍÏÈ‡Â ˙ÈÚÈ·¯ ‰¯Â˘ ¯Â˜Ó· Â‡¯© ∫·˙ÂÎÂ Ì¢·Ó¯‰ ÍÈ˘ÓÓ
˙ÈÚÈ·˘Â ‰˘ÂÏ˘Ï „Á‡‰ ÒÂÁÈ ‡Â‰ ¨˙ÂÈ„ÂÓÏ‰ ˙ÂÓÎÁ‰ ÈÓÎÁ ÔÈÎÓÂÒ ÂÈÏÚ ¯˘‡ ¨·Â¯È˜‰ ‰Ê· ˙ÙÂÓ‰ Í¯„Â¢
ÌÏÂÚÏ ‚˘ÂÈ ‡Ï ‰Ê˘ ÈÙÏÂ  Æ·Â¯È˜· ̇ ÈÚÈ·˘Â ̇ ÂÓ‡ ̆ Ï˘ ‰Ù˜È‰· ‰È‰È ̈ ‰Ó‡ ‰Ï˘ ÔÂÒÎÏ‡· ‰È‰È˘ ‰ÏÂ‚Ú ÏÎÂ

¢ÆÆÆÁÙË ·Á¯ Â· ˘È ¨ÌÈÁÙË ‰˘ÂÏ˘ ÂÙ˜È‰· ˘È˘ ÏÎ ∫Â¯Ó‡Â ÏÂ„‚‰ ÔÂ·˘Á· Ì‰ ÂÁ˜Ï ·Â¯È˜· ‡Ï‡

 ‡Â‰ ÌÈ‡˜ÈËÓ˙Ó‰ ÂÁ˜Ï˘ ·Â¯È˜‰˘ ¯È·ÒÓ Ì¢·Ó¯‰
  
3

1
7

¨ÌÈÓÎÁ‰ Â¯Ó‡ ¨·Â¯È˜ ˜¯ ‰Ê Ì‚˘ ÔÂÂÈÎ Í‡ ¨

 Ï˘ ÒÁÈ Ì‚ ˙Á˜Ï ¯˘Ù‡ ‰ÏÈ‚¯ ‰Î¯Ú‰·˘3Æ
 Ï˘ ̇ ÂÈÏÂÈˆ¯‰ È‡‰π ≠‰ ‰‡Ó‰ ÛÂÒ ̇ ‡¯˜Ï ̃ ¯ ‰ÁÎÂ‰ ̈18 Ë¯·ÓÏ ÌÈ‡˜ÈËÓ˙Ó‰ È„È≠ÏÚ (Lambert)¯„ßÊÏÂ 

(Legendre)Æ

ÌÂÎÈÒ
 ¯ÙÒÓ‰ ˙‡ Â¯Î‰ ¯Ó‡Ó·πÆÂÎ¯Ú ˙‡ ·˘ÁÏ Â˘Ú˘ ˙ÂÂÈÒ ¯ÙÒÓ Â¯˜Ò ÆÂ¯ËÂ˜Â Ï‚ÚÓ‰ Û˜È‰ ÔÈ· ÒÁÈÎ 

 Í¯Ú Ï˘ ˜ÈÂ„Ó ·Â˘ÈÁÏ ÂÚÈ‚‰ ‡Ï˘ ‰„·ÂÚ‰˘ ¨ÂÈ‡¯‰π¨ÍÎ· ÔÂ˘‡¯‰ ‰È‰˘ ÔÎ˙ÈÈÂ ¨Ì¢·Ó¯‰ ˙‡ ‰‡È·‰ ¨
·˘ÁÓ· ˘ÂÓÈ˘ ˙¯ÊÚ· ¨ÌÂÈÎ Æ¯ÙÒÓ‰ Ï˘ ˜ÈÂ„Ó‰ ÂÎ¯Ú ˙‡ ·˘ÁÏ ¯˘Ù‡ È‡˘ ¨‰¯Ú˘‰‰ ˙‡ ˙ÂÏÚ‰Ï

 Í¯Ú ̇ ‡ ·˘ÁÏ ̄ ˘Ù‡πÌÈÓ„˜˙Ó ÌÈÈËÓ˙Ó ÌÈÏÎ ÏÚ ÌÈÒÒ·˙Ó ·˘ÁÓ· ÌÈ·Â¯È˜‰ Æ‰ˆ¯˘ ̃ ÂÈ„ ̇ „ÈÓ ÏÎ· 
 ÈÙÈ‰ ÔÚ„Ó‰ ¨≤∞∞≤ ¯·Óˆ„Ï ÔÂÎ Æ‰¯·‚Ï‡Â ‰ÊÈÏ‡·Yasuma Kanada·˘ÁÓ ˙¯ÊÚ· Â·˘ÈÁ ¨ÌÈ¯Á‡Â 

 ˙‡ ¨ÂÈ˜ÂË ˙ËÈÒ¯·ÈÂ‡·1,241,100,000,000 Ï˘ ˙ÂÂ˘‡¯‰ ÂÈ˙Â¯ÙÒ π¯˙‡‰Ó ‰ÁÂ˜Ï ÔÏ‰Ï ‰Ï·Ë‰ Æ
http://www.cecm.sfu.ca/~jborwein/pi-slides.pdf) ı¯Ó· ˜„·© 2006Æ®
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 ∫ÌÈ¯ÙÒÓ‰ ˙¯Â˙· ¯ÏÈÂ‡ Ï˘ ‰ÁÒÂ
  

 
1

n2
n=1

∞
∑ = π2

6

 Ï˘ ÔÂÈÂ˘≠È‡Viéte ∫‰È¯ËÓÂÂ‚È¯Ë· 
  
n ⋅ sin(

π
n

) < n ⋅ tan(
π
n

)

 Ï¯‚ËÈ‡‰ Ï˘ ·¯Â˜Ó ·Â˘ÈÁÏ ÔÂÈÒÈ·
  

1− x2

0

1

∫ dx  ÚÈ‚‰Wallis∫‰ÁÒÂÏ   
  

π
2

= 2

1
⋅ 2

3
⋅ 4

3
⋅ 4

5
⋅ 6

5
⋅ 6

7
...

˙Â¯Â˜Ó ˙ÓÈ˘¯
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˙Â„ÈÁÏ ˙Â·Â˘˙
 ‰„ÈÁÏ ‰·Â˘˙1∫
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