
1 ‚ÚÓÍ‡·¯ÈÈÂÙ Ï

‚ÚÓ˙Â„Â˜‰ ∏ Ï
ABCD ¯ÂÈˆ© Æ‰ÊÏ ‰Ê ÌÈÎÂ‡Ó ÂÈÂÒÎÏ‡˘ Â‰˘ÏÎ Ú·Â¯Ó ‡Â‰ 1Ú·Â¯Ó Ï‡Ó˘ „ˆÓÂ ¯ÂÓ˜ Ú·Â¯Ó ÔÈÓÈ „ˆÓ ≠ 
Æ®¯ÂÚ˜

‚ÚÓÍ‡·¯ÈÈÂÙ Ï

¯Èˆ˜˙
˙Â‡ˆÂ˙ ‰ÓÎ· Æ˙ÂÈË‚Ï‡ ˙ÂÁÎÂ‰·Â ÌÈÙÈ ÌÈËÙ˘Ó· ÈÂËÈ· È„ÈÏ ˙Â‡·‰ ˙ÂÚ˙Ù‰· ‰˘Â„‚ ‰˜ÈËÓ˙Ó‰

Æ¯Ó‡Ó· ÔÂ„ ¨‰È¯ËÓÂ‡È‚‰ ÌÂÁ˙Ó ‰Ï‡Î ˙ÂÚÈ˙ÙÓ
¯˘È ÏÚ Á¯Î‰· ÔÈ‡ ˙Â„Â˜ ˘ÂÏ˘ ¨Í‡ Æ‰Ú˙Ù‰ ‰È‡ ÂÊ ≠ „ÈÁÈÂ „Á‡ ¯˘È ÏÚ ˙Â‡ˆÓ ˙Â„Â˜ È˙˘ ÏÎ
ÈÂ‡¯ ÌÈ˙ÈÚÏÂ ‰Ú˙Ù‰ ÂÊ ≠ „Á‡ ¯˘È ÏÚ ¢˙ÂÏÙÂ¢ ˙Â„Â˜ ˘ÂÏ˘ ˙È¯ËÓÂ‡È‚ ‰¯È˜Á ÍÏ‰Ó· Ì‡Â „Á‡

Æ‰ÁÎÂ‰ ÔÂÚË‰ ËÙ˘ÓÎ ‰„·ÂÚÏ ÒÁÈÈ˙‰Ï
Ï‚ÚÓ ÏÚ ˙Â‡ˆÓ ˙Â„Â˜ Ú·¯‡ Ì‡ Í‡ Æ„Á‡ Ï‚ÚÓ ÏÚ ˙Â‡ˆÓ ¨„Á‡ ¯˘È ÏÚ ÔÈ‡˘ ˙Â„Â˜ ˘ÂÏ˘ ÏÎ
¨Ï‚ÚÓ È„È≠ÏÚ ‰ÓÈÒÁÏ Ô˙È Ú·Â¯Ó ̈ËÙ˘Ó‰ ‰Ó‚Â„Ï ÆËÙ˘ÓÎ ̇ ÁÒÂÓ ̇ ÂÈ‰Ï ‰ÈÂ‡¯‰ ‰Ú˙Ù‰ ÂÊ ≠ „Á‡

 ‡Â‰ Â· ˙ÂÈ„‚‰ ˙ÂÈÂÂÊ‰ ÌÂÎÒ Ì‡ ˜¯Â Ì‡180˚Æ

 ≠Ó ÏÂ„‚ „Á‡ ¯˘È ÏÚ ˙Â‡ˆÓ‰ ˙Â„Â˜‰ ¯ÙÒÓ˘ ÏÎÎ3ÏÎÎ ÔÎ ÂÓÎ Æ¯˙ÂÈ ÚÈ˙ÙÓ ËÙ˘Ó‰ ÍÎ ¨
 ≠Ó ¯˙ÂÈ ÏÂ„‚ „Á‡ Ï‚ÚÓ ÏÚ ˙Â‡ˆÓ‰  ˙Â„Â˜‰ ¯ÙÒÓ˘4˙Â¯Ú‰ ¯Â‡Ï Æ¯˙ÂÈ ÚÈ˙ÙÓ ËÙ˘Ó‰ ÍÎ ¨

˘ ‰ÚË‰ ¨ÂÏ‡ÏÎÏÏÎÏÏÎÏÏÎÏÏÎÏ ˙Â¯Â˘˜ ˘ÏÂ˘Ó Ú˘˙Ú˘˙Ú˘˙Ú˘˙Ú˘˙ÏÚ ˙Â‡ˆÓ‰ ˙Â„Â˜ Ú·¯‡ Ì‚Â ¨Ï‚ÚÓ ÏÚ ˙Â‡ˆÓ‰ ˙Â„Â˜ 
˙ÂÈË‚Ï‡· ̇ È˘Ú ‰ÁÎÂ‰‰ ̈ÌÈËÙ˘Ó·˘ ‰Ú˙Ù‰‰ Ï„Â‚ ̇ Â¯ÓÏ ̈ ÍÎÓ ̄ ˙ÂÈÂ Æ¯˙ÂÈ· ‰ÚÈ˙ÙÓ ̈ „Á‡ ̄ ˘È

Æ˙ÂÏ˜· È„Â
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(c)      Ë¯ÂÙÒ‰Â ˙Â·¯˙‰ ¨ÍÂÈÁ‰ „¯˘ÓÏÂ Ú„ÓÏ ÔÓˆÈÂ ÔÂÎÓÏ ˙Â¯ÂÓ˘ ˙ÂÈÂÎÊ‰ ÏÎ 



2‚ÚÓÍ‡·¯ÈÈÂÙ Ï

 Ô·ÏÓ ÌÈÏ·˜Ó ̈‰Ê ̄ Á‡ ‰Ê· Ú·Â¯Ó‰ ̇ ÂÚÏˆ ÈÚˆÓ‡ ̇ ‡ ÌÈ¯·ÁÓ Ì‡ ÈÎ ÌÈÁÈÎÂÓ ‰È¯ËÓÂ‡È‚ È¯ÂÚÈ˘·MNPQ

 ¯ÂÈˆ©2Æ®

≤ ¯ÂÈˆ

≥ ¯ÂÈˆ

 Ï˘ÓÏ© Ô·ÏÓ‰ ÈÂÒÎÏ‡ ¯˘‡Î ¨„Á‡ Ï‚ÚÓ ÏÚ ÌÈ‡ˆÓ Ô·ÏÓ‰ È„Â˜„Â˜NQ ¯ÂÈˆ© ‰Ê Ï‚ÚÓ· ÌÈ¯Ë˜ Ì‰ ®3Æ®



3 ‚ÚÓÍ‡·¯ÈÈÂÙ Ï

 Ú·Â¯Ó Ï˘ ÚÏˆ ÚˆÓ‡Ó Í‡ ¯È·ÚABCD ¯ÂÈˆ· ÈÓÈ‰© 3≠Ó ÁÈ ¨˙È„‚‰ ÚÏˆÏ ®N  ÚˆÓ‡ AB≠Ï ¨CD ‡ˆÂÈ Æ
 ‰¯˘È‰ ˙ÈÂÂÊ‰˘NRQ ¯ËÂ˜‰ ÏÚ ˙Ú˘ NQ ¯ÂÈˆ© Ï‚ÚÓ‰ Ï˘ 4®

 Ï˘ ˙Â¯Á‡‰ ˙ÂÚÏˆ‰ ÈÚˆÓ‡Ó ÌÈÎ‡ ¯È·Ú ‰ÓÂ„ ÔÙÂ‡·ABCD ˙ÂÏ·˜˙Ó Æ4 ˙ÂÙÒÂ ˙Â„Â˜ R, S, T, UÏÚ 
 Ï˘ Ï‚ÚÓ ¨¯ÓÂÏÎ ÂÏ˘ Ï‚ÚÓ‰8 ¯ÂÈˆ© ˙Â„Â˜ 5Æ®

¥ ¯ÂÈˆ

µ ¯ÂÈˆ
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Æ˙Â„Â˜ ∏ ˙ÂÏ·˜˙Ó „ÈÓ˙ ‡Ï Í‡Æ˙Â„Â˜ ∏ ˙ÂÏ·˜˙Ó „ÈÓ˙ ‡Ï Í‡Æ˙Â„Â˜ ∏ ˙ÂÏ·˜˙Ó „ÈÓ˙ ‡Ï Í‡Æ˙Â„Â˜ ∏ ˙ÂÏ·˜˙Ó „ÈÓ˙ ‡Ï Í‡Æ˙Â„Â˜ ∏ ˙ÂÏ·˜˙Ó „ÈÓ˙ ‡Ï Í‡
 ¨¯ÂÚ˜‰ Ú·Â¯Ó· Ì‡BA≠Ï ÍÂ‡Ó DC  ≠Ó Í‡‰ ¨N ÚˆÓ‡© AB ˙È„‚‰ ÚÏˆÏ ®DC ≠Ó Í‡‰Â ¨ QÚˆÓ‡©DC ®

 ˙È„‚‰ ÚÏˆÏBA ‰„Â˜ ‰˙Â‡ ˙‡ ÌÈ¯ˆÂÈ Ì‰È˘ ≠ R ¯ÂÈˆ© Ï‚ÚÓ‰ ÏÚ 6Æ®

∑ ¯ÂÈˆ

 Ú·Â¯Ó‰ ÈÂÒÎÏ‡ È¯‰ ¨˙‡ÊÓ ‰¯˙ÈABCDÌÈ¯˘È Ï˘ ˙Â‚ÂÊ È˘ ‰˙Ú ÂÏ ˘È˘ Ô‡ÎÓ ¨‰ÊÏ ‰Ê ÌÈÎÂ‡Ó 
 ÌÈÎÂ‡Ó(CA ⊥ BD, BA ⊥ DC) ‰„Â˜‰˘ ÍÎ A ̆ ÂÏ˘Ó Ï˘ ÌÈ‰·‚‰ ̆ ‚ÙÓ ‡È‰ BCD ̈ Ô‡ÎÓ ÆDAÍÂ‡Ó ÔÎ Ì‚ 

≠ÏBC  ¯ÂÈˆ© ˘ÏÂ˘Ó· È˘ÈÏ˘ ‰·Â‚ ‡Â‰ ÈÎ 7Æ®
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 ≠Ó Í‡‰ ·˜Ú© ˙Â¯Á‡‰ ˙Â„Â˜‰ È˙˘ ¨ÔÎÏM≠Ï BC ≠Ó Í‡‰ ·˜ÚÂ P ≠Ï DA  ≠· ˙Â„ÎÏ˙Ó ÔÎ Ì‚ ®S

 ¯ÂÈˆ©8 Ï˘ Ï‚ÚÓ Ï·˜˙Ó ‰Ê ‰¯˜Ó· Æ®6 Ï˘ ÌÂ˜Ó· ˙Â„Â˜ 8Æ˙Â„Â˜ 

∏ ¯ÂÈˆ

˙Â„Â˜‰ π Ï‚ÚÓ˙Â„Â˜‰ π Ï‚ÚÓ˙Â„Â˜‰ π Ï‚ÚÓ˙Â„Â˜‰ π Ï‚ÚÓ˙Â„Â˜‰ π Ï‚ÚÓ
 ˙‡6 ˘ÏÂ˘ÓÏ ÒÁÈ· ¨ÏÈÚÏ Â‡ˆÓ˘ ˙Â„Â˜‰ BCD ÌÈ‰·‚‰ ˘‚ÙÓÏÂ A ¯ÂÈˆ© ˙Â‚ÂÊ ‰˘ÂÏ˘Ï ı·˜Ï Ô˙È 9∫®
M, N¨ÌÈ‰·‚‰ ˘‚ÙÓÏ ÌÈ„Â˜„Â˜‰Ó ÌÈÚË˜‰ ÈÚˆÓ‡ Ô‰ 
P, Q¨˙ÂÚÏˆ‰ ÈÚˆÓ‡ Ô‰ 
R, SÆÌÈ‰·‚‰ È·˜Ú Ô‰ 

π ¯ÂÈˆ
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 ˙‡ ¯È·Ú ˙ÚÎAC ˙‡ ˜ÁÓÂ BC ˙‡Â ¨AD ¯ÂÚ˜‰ Ú·Â¯Ó‰ ÆBDCAÏ˘ ‰ÂÎ˙ ‰˙Â‡ ÏÚ· ‡Â‰ ¨Ï·˜˙‰˘ 
 ÌÈÂÒÎÏ‡ ÌÚ© È¯Â˜Ó‰ ¯ÂÚ˜‰ Ú·Â¯Ó‰AD ≠Â BC Ï‚ÚÓ Ï·˜˙Ó Â¯Â·Ú Ì‚Â ®‰ÊÏ ‰Ê ÌÈÎÂ‡Ó 6˙Â„Â˜ 

 ¯ÂÈˆ© ˙ÂÙÒÂ10Æ®

±∞ ¯ÂÈˆ

 Ì„Â˜‰ ¯ÂÚ˜‰ Ú·Â¯Ó‰ ¯Â·Ú ÂÓÎ Ï‚ÚÓ Â˙Â‡ ‰Ê Í‡ABCD ˙Â„Â˜‰ È¯‰ ÈÎ °N≠Â Q ˙ÂÚÏˆ È˙˘ ÈÚˆÓ‡ Ô‰ 
 ‰„Â˜‰Â ¨Ì„Â˜· Ì‚Â ˘„Á‰ Ú·Â¯Ó· Ì‚R Ó ‰·Â‚‰ ·˜Ú ‡È‰ N Â‡© Q‡ˆÂÈ ÆÌÈÚ·Â¯Ó‰ È˘· ˙È„‚‰ ÚÏˆÏ ®

 ˙Â„Â˜‰ ˘ÂÏ˘˘R, Q, NÆÌÈ„ÎÏ˙Ó ÌÈÏ‚ÚÓ‰ ÔÎÏÂ ÌÈÏ‚ÚÓ‰ È˘ ÏÚ ˙Â‡ˆÓ 

 Ï˘ ˙ÂˆÂ·˜ È˙˘ ÂÏ·È˜6 ¯˘‡Î ¨Ï‚ÚÓ ÏÚ ˙Â„Â˜ 3ÏÎ ÍÒ ¨Ô‡ÎÓ Æ˙ÂˆÂ·˜‰ È˙˘Ï ˙ÂÙ˙Â˘Ó ˙Â„Â˜ 
ÆÚ˘˙ ‡Â‰ Ï‚ÚÓ‰ ÏÚ ˙Â„ÁÂÈÓ‰ ˙Â„Â˜‰
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±± ¯ÂÈˆ

Æ˙ÂÚÏˆ‰ ÈÚˆÓ‡ ˙˘ÂÏ˘ Í¯„ ¯·ÂÚ‰ Ï‚ÚÓ ÌÈÈ˜ ˘ÏÂ˘Ó ÏÎÏ ∫˙ÙÒÂ Í¯„· ÂÁÎÂ‰˘ ‰Ó ÏÚ ÏÎ˙Ò‰Ï Ô˙È
ÌÈÚË˜‰ ÈÚˆÓ‡ ˙˘ÂÏ˘ Í¯„ ¯·ÂÚ‰ ÛÒÂ Ï‚ÚÓ ÌÈÈ˜Â ¨ÌÈ‰·‚‰ È·˜Ú ˙˘ÂÏ˘ Í¯„ ¯·ÂÚ‰ Ï‚ÚÓ Ì‚ ÌÈÈ˜

ÆÌÈ‰·‚‰ ˘‚ÙÓÏ ÌÈ„Â˜„Â˜‰Ó

ÆÌÈ„ÎÏ˙Ó ÂÏ‡ ÌÈÏ‚ÚÓ ‰˘ÂÏ˘˘ ¨ÍÎ Ì‡ ¨ÂÁÎÂ‰

Ï˘ ‰ÂÎ˙Ï ÂÚ‚‰Â ÌÈÎÂ‡Ó ÌÈÂÒÎÏ‡ ÈÏÚ· ÌÈÚ·Â¯Ó· ÏÙËÏ ÂÏÁ˙‰˘ ‰„·ÂÚ‰ ‡È‰ ˙ÙÒÂ ‰Ú˙Ù‰
ÆÌ‰˘ÏÎ ÌÈ˘ÏÂ˘Ó

∫¯˙ÂÈ· ‡ÏÙÂÓ ËÙ˘Ó ÂÁÎÂ‰

 ˘ÏÂ˘Ó ÏÎ·BCD ¯ÂÈˆ© 11∫®
  ˙Â„Â˜‰U, P, Q¨˙ÂÚÏˆ‰ ÈÚˆÓ‡ ≠ 

M, N, V¨ÌÈ‰·‚‰ È˘‚ÙÓÏ ÌÈ„Â˜„Â˜‰Ó ÌÈÚË˜‰ ÈÚˆÓ‡ ≠ 
 R, S, T¨ÌÈ‰·‚‰ È·˜Ú ≠ 

Æ„Á‡ Ï‚ÚÓ ÏÚ ˙Â‡ˆÓ ÔÏÂÎÆ„Á‡ Ï‚ÚÓ ÏÚ ˙Â‡ˆÓ ÔÏÂÎÆ„Á‡ Ï‚ÚÓ ÏÚ ˙Â‡ˆÓ ÔÏÂÎÆ„Á‡ Ï‚ÚÓ ÏÚ ˙Â‡ˆÓ ÔÏÂÎÆ„Á‡ Ï‚ÚÓ ÏÚ ˙Â‡ˆÓ ÔÏÂÎ
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 ÚˆÓ‡‰ ˙„Â˜ ÔÎÏN Ï˘ A’U ¯ÂÈˆ© ˙Â„Â˜‰ Ú˘˙ Ï‚ÚÓ ÊÎ¯Ó ‡È‰ ¨ 13Æ®

±≥ ¯ÂÈˆ

 ˘ÏÂ˘Ó·ABC ¯ÂÈˆ© 12 ®AD ¨‰·Â‚ ‡Â‰ H ¨ÌÈ‰·‚‰ ˘‚ÙÓ ‡Â‰ A’ ÚˆÓ‡ ‡Â‰ BC ¨U ÚˆÓ‡ ‡Â‰ AH˘ÂÏ˘ Æ
 ˙Â„Â˜‰D, U Â A’ ≠˘ Ô‡ÎÓÂ ˙Â„Â˜‰ Ú˘˙ Ï‚ÚÓ ÏÚ ˙Â‡ˆÓ ÆA’UÔ‡Î ÌÈ˘Ó˙˘Ó Â‡© Ï‚ÚÓ‰ ¯ËÂ˜ ‡Â‰ 

Æ®‰¯˘È ‡È‰ ¯ËÂ˜ ÏÚ ˙Ú˘‰ ˙ÈÙ˜È‰ ˙ÈÂÂÊ ÈÎ ¯ÓÂ‡‰ ËÙ˘ÓÏ ÍÂÙ‰‰ ËÙ˘Ó·

¯ÏÈÂ‡ Â˜Â ˙Â„Â˜‰ Ú˘˙ Ï‚ÚÓ ÊÎ¯Ó¯ÏÈÂ‡ Â˜Â ˙Â„Â˜‰ Ú˘˙ Ï‚ÚÓ ÊÎ¯Ó¯ÏÈÂ‡ Â˜Â ˙Â„Â˜‰ Ú˘˙ Ï‚ÚÓ ÊÎ¯Ó¯ÏÈÂ‡ Â˜Â ˙Â„Â˜‰ Ú˘˙ Ï‚ÚÓ ÊÎ¯Ó¯ÏÈÂ‡ Â˜Â ˙Â„Â˜‰ Ú˘˙ Ï‚ÚÓ ÊÎ¯Ó
˙Â„Â˜· ÏÎ˙Ò Æ˘ÏÂ˘ÓÏ ˙Â¯Â˘˜‰ ˙Â·¯‰ ˙Â„ÁÂÈÓ‰ ˙Â„Â˜‰Ó ˙Á‡ „ÂÚ ‡È‰ ˙Â„Â˜‰ Ú˘˙ Ï‚ÚÓ ÊÎ¯Ó
˙ÂÓÈÈ˜ Ô·ÂÓÎ Æ®„·ÂÎ‰ ÊÎ¯Ó© ÌÈÂÎÈ˙‰ ˘‚ÙÓÂ ÌÒÂÁ‰ Ï‚ÚÓ‰ ÊÎ¯Ó ¨ÌÈ‰·‚‰ ˘‚ÙÓ ≠ ˙ÂÙÒÂ ˙Â„ÁÂÈÓ
ÔÏÂÎ ¨‰Ú˙Ù‰‰ ‰·¯ÓÏ˘ ÔÂÂÈÎÓ ¨Â¯Á· ‰Ï‡ ˙Â„Â˜ Ú·¯‡ Í‡ ¨˙Â„ÁÂÈÓÂ ˙ÂÈÈÚÓ ˙Â„Â˜ ¯˙ÂÈ ‰·¯‰

Æ¯ÏÈÂ‡ Â˜ ≠ „Á‡ ¯˘È ÏÚ ˙Â‡ˆÓ

±≤ ¯ÂÈˆ
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±¥ ¯ÂÈˆ

 ≠Ï Í‡‰ ˙‡ ‰ÏÚ Ì‡BC ≠Ó A’ ˙‡ ÌÒÂÁ‰ Ï‚ÚÓ‰ ÊÎ¯Ó ¨∆ABCÆÂÈÏÚ ‡ˆÓ 
 ˙‡ ÍÈ¯‡HN · Â˙˘È‚Ù „Ú O ¯ÂÈˆ© ÆÂËË¯˘˘ Í‡‰ ÌÚ 14Æ®

 ‰„Â˜‰˘ ‡È‰ ¢Â˙ÂÂ˜˙¢OÆÌÒÂÁ‰ Ï‚ÚÓ‰ ÊÎ¯ÓÎ ‰Ï‚˙˙ 
AD ≠Ï ÍÂ‡Ó BC Ì‚Â ¨OA’ ≠Ï ÍÂ‡Ó BC ÔÎÏ ¨AD || OA’ ÌÈÚË˜‰ ÍÎÏ ÛÒÂ· ÆUN ≠Â NA’ÔÎÏ ¨ÌÈÂÂ˘ 

 ÌÈ˘ÏÂ˘Ó‰UNH≠Â A’NO Æ®ÆÊÆˆÆÊ© ÌÈÙÙÂÁ 
 ≠˘ Ô‡ÎÓON = NH ̈ ¯ÓÂ‡˘ ‰Ó ª˜¯ ÂÏ˘˜¯ ÂÏ˘˜¯ ÂÏ˘˜¯ ÂÏ˘˜¯ ÂÏ˘ ‰„Â˜ ‰˙È‰ OÏ‚ÚÓ ÊÎ¯Ó˘ ̄ ÓÂÏ ‰È‰ Ô˙È ̈ ÌÒÂÁ‰ Ï‚ÚÓ‰ ÊÎ¯Ó 

ÆÌÒÂÁ‰ Ï‚ÚÓ‰ ÊÎ¯Ó ÔÈ·Â ÌÈ‰·‚‰ ˘‚ÙÓ ÔÈ·˘ ˜Á¯Ó‰ ÚˆÓ‡· ˜ÂÈ„· ‡ˆÓ ˙Â„Â˜‰ Ú˘˙

 ¨ÔÎ ÂÓÎA’O = HU = UA ≠˘ Ú·Â Ô‡ÎÓ UA’OA ÔÎÏÂ ¨˙ÈÏÈ·˜Ó UA’ = AOÆ
 ¨¯ÓÂ‡˘ ‰Ó˜¯ ÂÏ˘˜¯ ÂÏ˘˜¯ ÂÏ˘˜¯ ÂÏ˘˜¯ ÂÏ˘ ‰„Â˜‰ ‰˙È‰ O˙Â„Â˜‰ Ú˘˙ Ï‚ÚÓ ÒÂÈ„¯˘ ¨¯ÓÂÏ ‰È‰ Ô˙È ¨ÌÒÂÁ‰ Ï‚ÚÓ‰ ÊÎ¯Ó 

(NU) ÌÒÂÁ‰ Ï‚ÚÓ‰ ÒÂÈ„¯ ˙ÈˆÁÓÏ ÂÎ¯Â‡· ‰ÂÂ˘ (AO) ¯ÂÈˆ© 15®

±µ ¯ÂÈˆ
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 ≠˘ ÁÈÎÂ‰Ï È„ÎO ≠˘ ˙Â‡¯‰Ï ˜ÈÙÒÓ ¨ÌÒÂÁ‰ Ï‚ÚÓ‰ ÊÎ¯Ó AO = OC ≠˘ ¯Ó‡È ‰Ê ÈÎ© ÆOÍ‡‰ ÏÚ ˙‡ˆÓ 
≠Ï ÈÚˆÓ‡‰AC  ≠Ï ÈÚˆÓ‡‰ Í‡‰ ÏÚ Ì‚ ˙‡ˆÓ ‡È‰ È¯‰Â ¨BCÆ®
 Ï˘ ÂÎ¯Â‡AO Ï˘ ÂÎ¯Â‡ Â‰Ó ̃ Â„· Æ˙Â„Â˜‰ Ú˘˙ Ï‚ÚÓ ÒÂÈ„¯ ÌÈÈÓÚÙ ‡Â‰ OC≠· ÔÓÒ ÆV   ÚˆÓ‡ ̇ ‡ HC

 ̄ ÂÈˆ©16 Æ®V ÔÎÏ ̈˙Â„Â˜‰ Ú˘˙ Ï‚ÚÓ ÏÚ ̇ ‡ˆÓ ̈‰˙¯„‚‰ ÈÙ≠ÏÚ ̈NV ̆ ÏÂ˘Ó· ÌÈÚˆÓ‡ ÚË˜ Ì‚ ‡Â‰ HOCÆ
 ÔÎÏCO = 2 · NV Ï˘ ÂÎ¯Â‡ ¨¯ÓÂÏÎ ÆCOÆ˙Â„Â˜‰ Ú˘˙ Ï‚ÚÓ ÒÂÈ„¯ ÌÈÈÓÚÙ ‡Â‰ 

 Ú·Â Ô‡ÎÓAO = CO ÈÎ ÂÁÎÂ‰ ¯ÓÂÏÎ ¨OÆÌÒÂÁ‰ Ï‚ÚÓ‰ ÊÎ¯Ó 

±∂ ¯ÂÈˆ

∫ÂÁÎÂ‰ ‰Î „Ú

ÊÎ¯Ó ̄ ˘‡Î ̈ „Á‡ ̄ ˘È ÏÚ ÌÈ‡ˆÓ ̈ ÌÈ‰·‚‰ ̆ ‚ÙÓÂ ̇ Â„Â˜‰ Ú˘˙ Ï‚ÚÓ ÊÎ¯Ó ̈ÌÒÂÁ‰ Ï‚ÚÓ‰ ÊÎ¯Ó
‰ÂÂ˘ ˙Â„Â˜‰ Ú˘˙ Ï‚ÚÓ ÒÂÈ„¯Â ¨˙Â¯Á‡ ˙Â„Â˜‰ È˙˘ ÔÈ· Í¯„‰ ˙ÈˆÁÓ· ‡ˆÓ ˙Â„Â˜‰ Ú˘˙

ÆÌÒÂÁ‰ Ï‚ÚÓ‰ ÒÂÈ„¯ ˙ÈˆÁÓÏ

 ‡¯˜ ˙Â„Â˜‰ ˘ÂÏ˘ Ï˘ ¯˘È‰¯ÏÈÂ‡ Â˜¯ÏÈÂ‡ Â˜¯ÏÈÂ‡ Â˜¯ÏÈÂ‡ Â˜¯ÏÈÂ‡ Â˜„Á‡ ¯˘È ÏÚ ˙Â‡ˆÓ ÂÏ‡ ˙Â„Â˜ ˘ÂÏ˘˘ ‡ˆÓ ¯ÏÈÂ‡˘ ÈÙÓ ‡Ï ¨
È˙˘˘ ‡ˆÓ ‡Â‰˘ ÔÂÂÈÎÓ ‡Ï‡ ¨ÂÊÎ¯Ó ÏÚ Â‡ ˙Â„Â˜‰ Ú˘˙ Ï‚ÚÓ ÏÚ Ú„È ‡Â‰˘ ‰ÁÎÂ‰ ÌÂ˘ ÂÏ ÔÈ‡ ≠
ÏÚ ˙ÂÏ˜· ˙‡Ê ÁÈÎÂ‰Ï Ô˙È Æ„Á‡ ¯˘È ÏÚ ˙Â‡ˆÓ ¨ÌÈÂÎÈ˙‰ ˘‚ÙÓ ≠ ˙ÙÒÂ ‰„Â˜ ÌÚ ˙Â¯Á‡‰ ˙Â„Â˜‰

 Ï˘ ÒÁÈ· Ì˙Â‡ ˙˜ÏÁÓ ÌÈÂÎÈ˙‰ ˘‚ÙÓ ˙Â„Â˜˘ ‰ÂÎ˙· ˘ÂÓÈ˘ È„È1:2Æ
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 ¯ÏÈÂ‡ Â˜˘ ÁÈHO ÔÂÎÈ˙‰ ˙‡ Í˙ÂÁ AA’ ≠· G ¯ÂÈˆ© 17 ÈÎ ÁÈÎÂÂ ®GÈ„Î ¨ÌÈÂÎÈ˙‰ ˘‚ÙÓ ˙„Â˜ ‡Â‰ 
 ≠˘ ‰‡¯ ˙‡Ê ˙Â˘ÚÏGA’ ≠Ó ˘ÈÏ˘ ‡Â‰ AA’Æ

 ÌÈ˘ÏÂ˘Ó‰GOA’ ≠Â GHA ÈÎ ¯·Î ÂÁÎÂ‰Â ¨®ÆÊÆÊ© ÌÈÓÂ„ A’O ˙ÈˆÁÓÏ ‰ÂÂ˘ AHÔÈ· ÔÂÈÓ„‰ ÒÁÈ˘ Ô‡ÎÓ ¨
 ‡Â‰ ÌÈ˘ÏÂ˘Ó‰1:2Æ

 ¨ÔÎÏA’G ˙ÈˆÁÓÏ ‰ÂÂ˘ GA ‰„Â˜‰˘ ÁÈÎÂÓ˘ ‰Ó ¨GÆÌÈÂÎÈ˙ ˘‚ÙÓ ‡È‰ 

 Ï˘ ‰ÓÂ˜ÈÓ ˙‡ ÌÈÚ„ÂÈ Ì‚ Â‡˘ ·Ï ÌÈ˘G Ì‚˘ ÔÂÂÈÎÓ ¨¯ÏÈÂ‡ Â˜ ÏÚ HG = 2 · GOÆ®ÔÂÈÓ„‰ ÒÁÈ ÈÙ≠ÏÚ© 
 ¯ÂÈˆ· ¯‡Â˙ÓÎ ‡Â‰ Ô‰Ï˘ ÌÂ˜ÈÓ‰˘ ¨¯ÏÈÂ‡ Â˜ ÏÚ ˙Â„Â˜ Ú·¯‡ ˘ÏÂ˘Ó ÏÎ ¯Â·Ú ÂÏ·È˜ ¨ÔÎ Ì‡18Æ

±∑ ¯ÂÈˆ

±∏ ¯ÂÈˆ
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®±∏≤≤© Í‡·¯ÈÈÂÙ Ï˘ ËÙ˘Ó‰®±∏≤≤© Í‡·¯ÈÈÂÙ Ï˘ ËÙ˘Ó‰®±∏≤≤© Í‡·¯ÈÈÂÙ Ï˘ ËÙ˘Ó‰®±∏≤≤© Í‡·¯ÈÈÂÙ Ï˘ ËÙ˘Ó‰®±∏≤≤© Í‡·¯ÈÈÂÙ Ï˘ ËÙ˘Ó‰
ÈÂ¯˜ ‡Â‰ ‰ÈÓ¯‚· „ÁÂÈÓ·Â ‰ÙÂ¯È‡ ˙˘·È· Í‡ ¨Â˜ÒÚ Â·˘ Ï‚ÚÓ‰ Ï˘ ÂÓ˘ ‡Â‰ ¢˙Â„Â˜‰ Ú˘˙ Ï‚ÚÓ¢

 Í‡·¯ÈÈÂÙ Ï‚ÚÓ(Feurbach, 1800-1834)ÆÏÈÚÏ ÂÈ‡¯˘ ÔÙÂ‡· ˙Â„Â˜‰ Ú˘˙ Ï‚ÚÓ ˙‡ ¯ÈÎÊ‰ ‡Ï Í‡·¯ÈÈÂÙ Æ

 Ï˘ Ï‚ÚÓ ÏÚ ¯·È„ ‡Â‰6¨˙‡Ê ÌÚ „ÁÈ Æ˙ÂÚÏˆ‰ ÈÚˆÓ‡ Í¯„Â ÌÈ‰·‚‰ Ï˘ ÌÈ·˜Ú‰ Í¯„ ¨„·Ï· ˙Â„Â˜ 

Æ¢˘ÏÂ˘Ó‰ ˙Â„Â‡ ˙È¯„ÂÓ‰ ‰È¯ËÓÂ‡È‚· ¯˙ÂÈ· ÌÈÙÈ‰ ÌÈËÙ˘Ó‰ „Á‡¢Î ¯‡Â˙˘ ËÙ˘Ó ÁÒÈ Í‡·¯ÈÈÂÙ

(Coolidge, 1929; Smith, 1959; Boyer, 1968; Pedoe, 1995; Wallace & West, 1998)Ï‚ÚÓ ÈÎ ÔÈÁ·‰ Í‡·¯ÈÈÂÙ 

 ¯ÂÈˆ© ¯˙ÂÈ· ‰‡ÏÙÂÓ ÂÊ ‰„·ÂÚ Æ‰ÊÏ ‰Ê ÌÈ˜È˘Ó ÌÂÒÁ‰ Ï‚ÚÓ‰Â ˙Â„Â˜‰ Ú˘˙20‰Ê ËÙ˘Ó Ï˘ ÈÂÏÈ‚‰ ¨®

ÆÍ‡·¯ÈÈÂÙ Ï˘ ÂÓ˘ ÏÚ ˙Â„Â˜‰ Ú˘˙ Ï‚ÚÓÏ ‡Â¯˜Ï ˙˜ÙÒÓ ‰˜„ˆ‰Î ‰‡¯

≤∞ ¯ÂÈˆ

±π ¯ÂÈˆ

 ¯ÂÈˆ· 19 ˙Â„Â˜‰ Ú·¯‡ ÌÚ ¯ÏÈÂ‡ Â˜ ˙‡ ÌÈ‡Â¯O, G, N, H‰„Â˜ Ì‚ ˙ÓÈÈ˜ ÆÂÈÏÚ ˙Â‡ˆÓ Ô‰˘ ÂÁÎÂ‰˘ 

 ̇ È˘ÈÓÁI ̆ ÏÂ˘Ó· ÌÂÒÁ‰ Ï‚ÚÓ‰ ÊÎ¯Ó ̈ABCÆ¯ÏÈÂ‡ Â˜ ÏÚ ̇ ‡ˆÓ ‰È‡ ̈ ¯ÂÈˆ‰ ̄ Â¯È·· ‰‡¯Ó˘ ÈÙÎ ̄ ˘‡ ̈
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 Ï‚ÚÓ· ÔÂ„Ï ÌÈÏÂÎÈ Â‡ Í‡·¯ÈÈÂÙ Ï˘ ‰‡ˆÂ˙‰ ˙ÁÎÂ‰Ï ˙ÈË‚Ï‡ Í¯„ ÚÈˆ‰Ï Â˙ÏÂÎÈ· ÔÈ‡ Ì‡ Ì‚9˙Â„Â˜‰ 

Æ·˘ÁÓ‰ Ô„ÈÚ· ‰˙ÈÎ·

¨‰Ê ‰¯˜Ó· ¨ÌÈ˜È˘Ó ÌÈÏ‚ÚÓ È˘˘ ÁÈÎÂ‰Ï È„Î ˙Â‡¯‰Ï ˘È ‰Ó ÂÓˆÚ ˙‡ ÏÂ‡˘Ï ÌÈÏÂÎÈ Â‡ ¨˙È˘‡¯

Í‡‰Â ˙Ù˙Â˘Ó ‰„Â˜ ÌÈÏ‚ÚÓÏ ˘È ‰˜˘‰‰ ˙„Â˜· ÈÊ‡ ¨ÌÈ˜È˘Ó ÌÈÏ‚ÚÓ‰ Ì‡ øÌÈÙ·Ó ‰ÊÏ ‰Ê ÌÈ˜È˘Ó

ÆÌÈÒÂÈ„¯‰ ÔÈ·˘ ˘¯Ù‰‰ ‡Â‰ ÌÈÊÎ¯Ó‰ ÔÈ· ˜Á¯Ó‰ ¨ÔÎÏ ÆÌÈÊÎ¯Ó‰ È˘ Í¯„ ¯Â·ÚÈ ‰˜˘‰‰ ˙„Â˜Ó ˜È˘ÓÏ

ÆÌÈ˜È˘Ó ÌÈÏ‚ÚÓ‰ ÈÊ‡ ¨ÌÈÒÂÈ„¯‰ ÔÈ· ˘¯Ù‰Ï ‰ÂÂ˘ ÌÈÊÎ¯Ó‰ ÔÈ· ˜Á¯Ó‰ Ì‡ ¨ÍÙÈ‰ÏÂ

¨‰ÁÎÂ‰· ‰˘„Á Í¯„Ï Ï˜˘Ó È„·Î ÌÈ˜ÂÊÈÁ ˘È ·˘ÁÓ‰ Ô„ÈÚ· Í‡ Æ˙È·ÈË˜Â„„ ‰ÁÎÂ‰Ï Í¯„ ÚÈˆÓ ‰Ê ÍÈÏ‰˙

ÆÂÏ˘ ÈË˜„È„‰ ¯‡ÂË¯Ù¯· ‰Ï‡Î ÌÈÂÈ„ ÏÂÏÎÏ ÂÈÏÚÂ ¨˙Â‡Ó‚Â„ Ï˘ ·¯ ¯ÙÒÓ ˙¯ÊÚ· ÚÂÎÈ˘ È„È≠ÏÚ ‰ÁÎÂ‰

˙ÈÁ·Ï ÈÚˆÓ‡Î Ì‚ ‡Ï‡ ¨ÌÈ„ÈÓÏ˙‰ ˙ÏÂÎÈÏ ‰ÓÈ‡˙Ó ‡Ï ˙È·ÈË˜Â„„ ‰ÁÎÂ‰˘Î ¨ÂÊ ‰Ó‚Â„· ÂÓÎ ¨˜¯ ‡Ï

Æ˜ÙÒ· ÔÈÈ„Ú Ô˙Â˙ÈÓ‡˘ ˙Â¯Ú˘‰ ˙ÂÂÎ

 ¯ÂÈˆ© ·˘ÁÓ‰ ˙¯ÊÚ· „Â„ÓÏ Ô˙È21∫®

(i) ≠ ˙Â„Â˜‰ Ú˘˙ Ï‚ÚÓ ÒÂÈ„¯ ˙‡NA’    (3.03)

(ii) ÔÈ·˘ ˜Á¯Ó‰ ≠ ÌÂÒÁ‰ Ï‚ÚÓ‰ ÒÂÈ„¯ ˙‡I ≠Ï AC  (2.67)

(iii) ≠ ÌÈÊÎ¯Ó‰ ÔÈ· ˜Á¯Ó‰ ˙‡IN  (0.36)

 ∫ÈÎ ˙Â‡¯Ï Ô˙È ˙Â„È„Ó‰ ˙Â‡ˆÂ˙Ó(i) – (ii) = (iii)

≤± ¯ÂÈˆ
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Ï˘ ‰ÈˆÓÈ‡‰ ˙ÏÂÎÈ· ˘Ó˙˘‰Ï Ô˙È Í‡ Æ‰Ê „ÈÁÈ ‰¯˜Ó· ˙ÂÁÙÏ ÂÏ˘ ‰¯Ú˘‰‰ ˙‡ ˙Â˜ÊÁÓ ˙Â„È„Ó‰
¨˙Î·ÂÒÓ ‰ÁÎÂ‰‰ ̄ ˘‡Î Ì‚ ÆÌÈ¯˜Ó Ï˘ ÂÂˆ¯Î ·¯ ̄ ÙÒÓ ̄ Â·Ú ÔÂÎ ̄ ‡˘ ‰Ê ÔÂÈÂ˘˘ ÁÎÂÂÈ‰Ï È„Î ·˘ÁÓ‰
Ï˘ ‰˙ÂÙ˜˙· ˙ÎÓÂ˙ ÌÈ·¯ ÌÈ¯˜Ó Ï˘ ˙ÁÏˆÂÓ ‰˜È„·  Æ·˘ÁÓ· ‰¯Ú˘‰Î ˙‡Ê ˜Â„·Ï ÚÈˆ‰Ï Ô˙È

Æ‰ÁÎÂ‰ Ï˘ ˘ÂÙÈÁ ‰˜È„ˆÓÂ ‰¯Ú˘‰‰
˙˘ÂÏ˘Ï Ì‚ ˜È˘Ó ˙Â„Â˜‰ Ú˘˙ Ï‚ÚÓ ÈÎ ‰ÏÈ‚ Í‡·¯ÈÈÂÙ Æ¯˙ÂÈ ‰·¯‰ ÁÈÎÂ‰Â ‰ÏÈ‚ Í‡·¯ÈÈÂÙ ¨‰˘ÚÓÏ

 Â‰ÊÂ ¨˙Â¯Á‡‰ ˙ÂÚÏˆ‰ È˙˘ ÈÎ˘Ó‰ÏÂ ˘ÏÂ˘Ó‰ Ï˘ ˙Á‡ ÚÏˆÏ ÌÈ˜È˘Ó‰ ÌÈÈÂˆÈÁ‰ ÌÈÏ‚ÚÓ‰ËÙ˘ÓËÙ˘ÓËÙ˘ÓËÙ˘ÓËÙ˘Ó

Í‡·¯ÈÈÂÙÍ‡·¯ÈÈÂÙÍ‡·¯ÈÈÂÙÍ‡·¯ÈÈÂÙÍ‡·¯ÈÈÂÙ‡Â‰ ÂÊ Â˙„Â·Ú ˙Â‡ˆÂ˙ ˙‡  Æ˘ÏÂ˘Ó‰ ˙Â„Â‡ ˙È¯„ÂÓ‰ ‰È¯ËÓÂ‡È‚· ¯˙ÂÈ· ÌÈÙÈ‰ „Á‡Î ¯‡Â˙˘ ¨

 ˙˘· ÌÒ¯Ù1822 ÏÈ‚· ¯ËÙ ‡Â‰ Æ34 ∫ÌÈÈÁ ˙Â„ÏÂ˙ Â‡¯© ÆÂ˙Â‡È¯·· ‰˜Ï˘ ¯Á‡Ï (Gillispie, 1981-1990

N

A

B

C

≤≤ ¯ÂÈˆ



15 ‚ÚÓÍ‡·¯ÈÈÂÙ Ï

˙Â¯Â˜Ó ˙ÓÈ˘¯˙Â¯Â˜Ó ˙ÓÈ˘¯˙Â¯Â˜Ó ˙ÓÈ˘¯˙Â¯Â˜Ó ˙ÓÈ˘¯˙Â¯Â˜Ó ˙ÓÈ˘¯

Boyer, C. B, (1968). A History of Mathematics (pp. 572-574), New York: John Wiley.

Coolidge, J. L. (1929). The Heroic Age of Geometry, Bulletin of the American Mathematical Society 35,

19-37.

Gillispie, C. C. (editor in chief, 1981-1990). Dictionary of Scientific Biography, New York: Charles

Scribner’s Sons.

Pedoe, D. (1995). Circles, A mathematical View, Mathematical Association of America.

Smith D. E. (ed. (1959). Source Book in Mathematics (pp. 339-345), New York:  McGraw-Hill.

Wallace, C.F. and West, S.F. (2004). Roads to Geometry. New Jersey: Pearson Education, Inc.


