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מתאר את הצפיפות של משתנה מקרי  1גרף  1,0~ NZ. 

לב כי לאור משפט הגבול המרכזי, ההתפלגות הנורמלית היא ההתפלגות הגבולית  נשים הערה:

 יםמשתנשל ה םהתפלגותב תלותללא (, centering & scaling) נרמולעד כדי מרכוז ו ,היחידה

 .iXם המקרי

 

הצפיפות של משתנה מקרי  :1גרף  1,0~ NZ פעמון גאוס. בשם ה גם הידוע 

 .אך בעל חשיבות עצומה גם כן ,ידוע הרבה פחות ,בעבודה זו נדון במשפט גבול אחר

 התפלגות של ערכי קיצון.ל ים גבול הקשור יאנו נעסוק במשפט

 .ימקסימאלערך הגדרה מתמטית: 

nXXXתהי  ,....,,  .קריים בלתי תלויים ושווי התפלגותמשתנים מסדרת  21

  שלהם: יאלמקסימהערך כ nY נגדיר משתנה מקרי חדש

),....,,max( 21 nn XXXY . 

ניתן גם לחקור את  באופן דומה .nכאשר nYהתפלגות הגבולית של נחקור את הבעבודה זו 

)min,,....,( יהמינימאלהתפלגות הערך  21 nXXX ומשפטי גבול דומים יתקיימו עבורו. 

 שאלת המחקר

 .מתמטיות אשאל מספר שאלות בעבודה זו

 קיצון?הערך התפלגות עבור קיים משפט גבול  האם .1
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בדומה למשפט הגבול המרכזי עבור  ,האם .קיימת התפלגות גבולית לערך קיצוןאכן  נניח כי .2

 היא יחידה? התפלגות זו הממוצע, 

נוכל  הנושא של ערכי קיצון הוא בעל חשיבות רבה בחיים האמיתיים. מעבר לסקרנות המתמטית

מסייעים רבות בהערכות של מקרי קיצון בתחומים רבים. והכלים הנלווים להם משפטים הלראות כי 

 . 3 על כך נדון בפרק

 

 התוחלת והשונות.נעזר בתכונות הבאות של במהלך העבודה 

R. אזי לכל משתנה מקרי Xיהי   מתקיים כי  ,

  )()( XEXE 

)()()( 2 xVarxVarxVar  . 

 

  דוגמאות של התפלגויות שונות - 1פרק 

 ננתח מספר דוגמאות פשוטות., לפני שנתאר את התיאוריה הכללית

 .התפלגות אקספוננציאלית - 1דוגמא 

nXXXתהי  ,....,,  רמטרלי התפלגות אקפוננציאלית עם פסדרת משתנים מקריים בלתי תלויים, בע 21

1 ,כלומר                                               tetX Pr 

  שלהם: ימקסימאלהערך שהוא ה nYחדש  שתנה מקרימנגדיר 

i
ni

n XY



1
max 

 גדולים. nאו לפחות לקרב אותה עבור ערכי , nYהמטרה היא לחשב מהי ההתפלגות של 

 מתקיימת המשוואה הבאה:ושווי התפלגות  בלתי תלוייםהינם  iXשהמשתנים המקריים מכיוון 
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 -. מעתה ואילך תסומן בסטנדרטית Gumbel שם התפלגותזו ידועה בגבולית  התפלגות 1,0G. 
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 .וניםש -ו עבור ערכי    G:צפיפות משתנה מקרי 2גרף         

 שונים. -ו ערכי  עבור Gumbelמתאר התפלגויות שונות מסוג  2גרף 

 

 

 Emil Julius Gumbel (1966-1918היה מתמטיקאי גרמני וסופר פוליטי ). Gumbel פרופ'  היה
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 מ.ש.ל

 

עבור משתנה מקרי  ה:הער ,~ GZ מתקיים באופן דומה כי , 

      ZE                                                           (1.6) 
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inשלנו נחזור למשתנה  XY max. 

 מצאנו כי                                           1,0log GnYZ d

nn                                              (1.8) 

 גדול nעבור  מתקיים כי התוחלתשל  תהליניאריולפי תכונת 

    nYE n log)(                                                  (1.9) 
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 כללית התפלגות אקספוננציאלית - 2דוגמא 

, התפלגות אקספוננציאלית יבעלם  יימקר יםמשתנiXיהיו  exp~iX  ,  


















t

etXPr. 

נבצע החלפת משתנים  1exp~


i
i

X
W  

nY-ב . נסמןiXשל  ימקסימאלהערך ה יהיה  nYבדומה לדוגמא הקודמת 
~

 של יאלערך המקסימאת ה 

  .iW יםהמקרי יםהמשתנ


i

ni
i

ni
n

X
WY




11
maxmax

~
 

 של משתנים מקריים המתפלגים אקספוננציאלית עם יהמקסימאלבדוגמא הקודמת קיבלנו שהערך 

 (.1.8מקיים את המשוואה ) 1פרמטר 
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), ),0אבל עם פרמטר , Gumbel שהתקבלה היא גם מסוגהגבולית ההתפלגות  Gכלומר , 

ZnYn  log 

~)0,(כאשר  GZ. 

  בתכונות התוחלת והשונות ונקבל  ( ו1.7)-( ו1.6) -נעזר ב

 )(log)(   nYE n                                               (1.11) 

6
)()(

2
2   in ZVYVar                                            (1.12) 

ואילו סטיית התקן,   n-תלויה ב יכי התוחלת של הערך המקסימאל בשתי הדוגמאות שהובאו קיבלנו

 . n-תלויה ב אינהבשני המקרים,  

ל המרכזי עבור הממוצע, סטיית התקן לשם השוואה, במשפט הגבו  0  n

n
n

X


. 

 

     (תנורמאליגאוסית ) דמויתהתפלגות  - 3דוגמא 

 המתפלגים באופן הבא:ואי שליליים  בלתי תלויים iXמשתנים מקריים נסתכל על כעת 

 
2

Pr tetX      ,   ,0t 

 single, אשר דועכת הרבה יותר מהר מההתפלגות double exponential נקראתגות מעין זו התפל

exponential .כפי שניתחנו בדוגמאות הקודמות 

 שלהם. יהמקסימאלהערך  את nY -כמו קודם נסמן ב

WX החלפת משתנים נבצעבמקרה זה,  nYכדי להבין מהי התוחלת והשונות של  .  

 נציב במשוואה ונקבל 

  22Pr tetW  
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stכלומר עבור  2                                                                                            

  sesW Pr. 

 לכן

i
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i
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i
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n WWXY



111
maxmaxmax 

נשים לב כי 
2

ii XW   שכבר ניתחנו  1כמו בדוגמא הם משתנים מקריים עם זנב אקספוננציאלי

 ( ונקבל 1.8נשתמש בתוצאה )על כן דלעיל. 
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        נקבל כי ו ניתן להזניח את האיבר השלישי דלעיל  1n עבור 

                                                                       
n

Z
nYn

log2
log                                          (1.13) 

                                                               לכן
n

nYE n
log2

log)(


                                   (1.14) 

6log4

1
)(

2


n
YVar n                                    (1.15) 

 

הדעיכה היא אקספוננציאלית בודדת. שם קיבלנו  שבה, 1( עם דוגמא 1.15)-( ו1.14מעניין להשוות את )

כי  nYE n log)(  כאן ואילו
n

nYE n
log2

log)(


 המקסימום גדל  1. כלומר, בדוגמא

. הסיבה לכך היא שדעיכה אקספוננציאלית בודדת היא הרבה 3משמעותית מהר יותר מאשר בדוגמא 

השונות בעוד שת מדעיכה אקספוננציאלית כפולה. יתר על כן, קיים הבדל מהותי בשונות. יותר איטי
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, 3בדוגמא 
6log4

1
)(

2


n
YVar n שואפת לאפס כאשר ,n ,1שונות בדוגמא ה ,

6
)(

2
nYVar, היא קבועה ואינה תלויה ב-n. 

, על כך נדון וריה של ערכי הקיצון עבור מצבים מהחייםביישום של התיא הבדל זה הוא משמעותי

  בהמשך.

 

 התפלגות אחידה – 4דוגמא 

מקרים ב נתבונןכעת יכלו לקבל כל ערך ממשי. iXהמשתנים המקריים דוגמאות בהן  ניתחנועד כה 

 .(compact support)ומך קומפקטי זאת אומרת בעלי ת ,חסומים iXהמשתנים המקריים בהם 

בעולם האמיתי יש לא מעט משתנים מקריים חסומים. למשל: גובה של בני אדם, ציוני מבחנים, 

 טמפרטורה וגדלים פיסיקליים נוספים.

יהיה תמיד קטן  יהמקסימאל, ברור לנו שבמקרה זה הערך nYבהם בניגוד למקרים הקודמים, 

 ם העליון.שווה מהחס

שיש לה תומך  Gumbelלא יכול לשאוף להתפלגות , במקרים בעלי תומך קומפקטי, nY כי ברור 

 אינסופי. נשאלת השאלה, האם קיימת התפלגות גבולית אחרת?

 

 .מקרה הפרטי הבאתבונן בנלשם פשטות 

אחידה   בעלי התפלגות שתנים מקרייםמ iX ויהי AX i ,0~  ,
A

xX
1

)Pr(  

 .iXאת ערך המקסימום של המשתנים המקריים  nY -כמו קודם נסמן ב

 לפי ההגדרה,
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t
tXtY 




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tAs          נבצע החלפת משתנים  

 
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n
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s
sAY 








 1Pr                                             (1.16) 

נגדיר  
n

w

A

s
   ( ונקבל 1.16נציב במשוואה ) 

 

                                                                                                    

               
 0                             t               A              
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                               או במילים אחרות 
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
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



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כלומר המשתנה המקרי 
 nA

YA n
 . n-שואף להתפלגות אקספוננציאלית סטנדרטית, שאינה תלויה ב 

דוגמא זו מראה לנו כי במשפטי קיצון, בניגוד למשפט הגבול המרכזי, ההתפלגות הגבולית אינה 

 .יחידה

 

 .Weibullעל שם קיבלנו מקרה פרטי של אחת מהתפלגויות הגבול הנקראת 
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  Ernst Hjalmar Waloddi Weibull, (1979-1887), מדען ומתמטיקאייהיה מהנדס שווד ,. 

Weibull בים בנושא מוצקים, כוחו של חומר, היה פרופ' באוניברסיטת אופסלה. פרסם מאמרים ר

 .Weibullעייפות וכמובן התפלגות 

 

 

  power-lawעם דעיכה התפלגות  - 5דוגמא 

 הבאה: power-lawעם דעיכה איטית מסוג התפלגות  משתנים מקריים  בעליiXיהיו 

   ttXPr. 

 .iXשל  יערך המקסימאלהאת  nY-נגדיר ב

      כמו בדוגמאות הקודמות,      nn

n ttXtY  1Pr1Pr                                     (1.18) 

  נבצע החלפת משתנים 
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 ( ונקבל 1.18נציב במשוואה )
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 .Fréchetם התפלגות   בש נוספתת קיבלנו מקרה פרטי של התפלגות גבולי בדוגמא זו

                                      ,         0x עבור
 xexH )(  

 

 Maurice René Fréchet ,(1878 - 1973),  הוא תרם רבות בתחום .צרפתי מתמטיקאיהיה

כמו כן הוא תרם תרומות חשובות לתחום  של מטריקה והציג תפיסה שלמה הטופולוגיה

 ההסתברות והחשבון הדיפרנציאלי . ,הסטטיסטיקה

 

 הבאות:ת וגבוליהת יותפלגוההשלוש לאחת מיכול לשאוף  nYשערך הקיצון ראינו  דלעיל הדוגמאותמ

     xHbxaFx
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Pr 

Gumbel                                           התפלגות xexH  exp)(    ,        לכלx  ממשי. 
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http://translate.googleusercontent.com/translate_c?hl=iw&langpair=en%7Ciw&rurl=translate.google.co.il&twu=1&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Mathematician&usg=ALkJrhi0X_BGVdTJa5S5co6qSLyPmwihSw
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?hl=iw&langpair=en%7Ciw&rurl=translate.google.co.il&twu=1&u=http://en.wikipedia.org/wiki/France&usg=ALkJrhh6NcPju6q4gc2MEh_iCQXiROYvZg
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?hl=iw&langpair=en%7Ciw&rurl=translate.google.co.il&twu=1&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Topology&usg=ALkJrhistDzcom16ktvzos21N9Xj_JOSSQ
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?hl=iw&langpair=en%7Ciw&rurl=translate.google.co.il&twu=1&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Topology&usg=ALkJrhistDzcom16ktvzos21N9Xj_JOSSQ
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?hl=iw&langpair=en%7Ciw&rurl=translate.google.co.il&twu=1&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Statistics&usg=ALkJrhgmoozJE86yrpSCDCxMJWeiqB4-Xw
http://translate.googleusercontent.com/translate_c?hl=iw&langpair=en%7Ciw&rurl=translate.google.co.il&twu=1&u=http://en.wikipedia.org/wiki/Statistics&usg=ALkJrhgmoozJE86yrpSCDCxMJWeiqB4-Xw
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 עבור ערך הקיצון. היחידותבפרק הבא נראה כי אלה הם שלוש ההתפלגויות 
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 הבאה. ניתן למצוא את ההוכחה שלה בספר הבא: נעזר בלמהnb -וnaלמציאת

 Extreme Value Theory: An Introduction by Laurens de Haan & Ana Ferreira.  

 

 

 למה

 פונקציה מונוטונית עולה.g-סדרה של פונקציות מונוטוניות עולות וnfתהי 

nf ו-g יהיו

 הפונקציות ההפיכות שלהן.

 בקטע כלשהו xכל נניח כי ל ba, x היא נקודה רציפה ב-g .      )()(lim xgxfn
n




. 

באינטרוול  xאזי לכל     bgag lim)()(רציפה יתקיים:  gעבורו הפונקציה  , xgxfn
n




 

 במקרה שלנו אנו נתייחס רק לפונקציות רציפות.

 (.2.2נעזר בלמה על מנת לפשט את המשוואה )

      סמנו באופן הבא:נ( ו2.2נסתכל על אגף ימין של משוואה )

)(
)(log

1
x

xG
 

 נרצה להגיע לפונקציה ההפיכה של הביטוי בצד שמאל

)(
1

)( xexG 


 












 )(

1
xeGx 

                                                         (2.4) 

 ( ובאופן דומה נגיע לפונקציה ההפיכה.2.2נסתכל על אגף שמאל   של משוואה  )

  
)(

1

1

1
lim x

nbxaF nn
n




 

  
n

bxaF nn


1

1
 

                        ונקבל Uנעזר בהגדרה של   nn bxanU  

 

n

n

a

bnU
x





                                                         (2.5) 

          ( 2.4)-( ו2.5ממשוואות )
 

)(:lim
1




 DeG
a

bnU

n

n

n








 


                                       (2.6) 
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 (1משפט )

 רציפה. פונקצית התפלגות  G סדרת קבועים ממשיים.תהי nb -ו 0naיהי 

 הטענות הבאות שקולות:

0)(1עבור  (1)  xG      מתקיים         )(lim xGbxaF nn

n

n



                                                (2.7) 

(2)                                                )(log)()(1lim xGtbxtaFt
t




                                    (2.8) 

 tata :)( ו-  tbtb :)( , t הוא החלק השלם שלt. 

(3)                                                       
 

)(
)(

)(
lim xD

ta

tbtxU

t





                                                     (2.9) 








 xeGxD
1

)(. 

nnת היא מעבר מניתוח של סדרות ( הינו בעל חשיבות רבה להמשך ההוכחה, המשמעו1משפט ) ba , 

לניתוח של פונקציות    tbta  .1t, המוגדרות לכל  ,

 (1הוכחה )

(, לכן מספיק 2.6שקולה למשוואה )  (1)(. ראינו כי טענה 1( נובעת מלמה )3) -( ל2השקילות בין טענה )

 .(3)(  מובילה לטענה 2.6להוכיח שמשוואה )

 ,                1tעבור 

    

 

   

 

       

 t

t

t

t

t

t

a

btxtU

a

btxU

a

bxtU 





 11
                                 (2.10) 

                             מכאן שמתקיים
   

 

)(lim xD
a

btxU

t

t

t





    

 (.3וזוהי טענה )

 (1) מ.ש.ל

 התפלגות ערך הקיצוןב. 
(, 2.1שמתקבלות בגבול של המשוואה הבסיסית  ) רציפותלזהות משפחה של התפלגויות כעת ננסה 

 משפחה זו נקראת משפחת התפלגויות הקיצון.

 

 (2משפט )
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משפחת התפלגות ערכי קיצון ( אשר שייכת ל2.1התפלגות קיצון גבולית המתאימה למשוואה ) Gתהי 

)( baxG   0עבורa ו-b  ,0עבור המקיימת ממשי 

   01,1exp)(
1




xxxG 


                                  (2.11) 

 -הביטוי מתפרש כ ,0 ואילו עבור  )exp(0

xexG . 

 .(extreme value index)אינדקס ערך הקיצון  ( נקרא2.11) -ב הפרמטר  הגדרה:

 (2הוכחה )

 (.2.9) -ב Dנסתכל על משפחת פונקציות הגבול 

 מתקיים, 0x, עבור נקודות רציפות Dשל  היא נקודת רציפות 1חילה נניח כי ת

 
   xEDxD

ta

tUtxU

t
:1)(

)(

)(
lim 




                                         (2.12) 

   ,0yניקח 

 
       

)(

)(

)()(

)(

)(

)(

ta

tUtyU

ta

tya

tya

tyUtxyU

ta

tUtxyU 






                               (2.13) 

  טענה:
 

)(

)(
lim

ta

tUtyU

t




 -ו     

)(

)(
lim

ta

tya

t 
 קיימים.    

2121אז ישנם  .נניח שלא קיימים הוכחה: ,,, BBAA  21כאשר AA  21 או BB  ו- iB הן נקודות

הגבול של   )()( tatUtyU   ו- iA  הן נקודות הגבול של)()( tatya  ,2,1i  עבורt. 

 ( מתקיים                2.13) -מ

    ii BAxExyE                                                               (2.14) 

כאשר  ,nxשרירותי, ניקח רצף של נקודות רציפות   xעבור   xxn n . 

מתקיים    xyEyxE n  ו-    xExE n  . 

 חיוביים. y-ו  xנכון עבור כל ( 2.14לכן )

  .2,1i( עבור 2.14נשכתב את המשוואה )

      2211 BAxEBAxExyE  

   1221 BBAAxE  

 .0x לכל

21 אז מתקיים (,רציפה G -לא מספר קבוע )נזכור שE-מכיוון ש AA  21 -ו BB  וזאת בסתירה

 להנחה.
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 מ.ש.ל

מתקיים                 0y  עבור :מסקנה 
)(

)(
lim:

ta

tya
yA

t 
 

,0ועבור  yx  מתקיים                       yEyAxExyE .                                                (2.15) 

 

   נסמן   xsytyx ln:,ln:1,       ,ו-  xeExH :)( . 

 ( 2.15) נשכתב את

       tHeAsHstH t                                                    (2.16) 

 כך  (2.16לכתוב את ) אפשר

                
         teA

s

HsH

s

tHstH
H

0
,00





                                    (2.17) 

 .בכל מקום גזירה Hמונוטונית(, לכן  H-)מכיוון ש גזירה Hמסוים עבורו  tקיים בוודאות 

 ( ונקבל 2.17נשתמש בהגדרת הנגזרת עבור  )

                                                   teAHtH 0                                                          (2.18) 

                      נסמן

       
    10,00
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HtHtQH
 

 (2.16לפי )

 

       teAsQtQstQ  

 (                                2.18לפי )

       
       





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

sQsQsQstQ

tQsQtQstQ
    

                                      נקבל  
   

  1
1




tQ
s

sQ

s

sQ
tQ                                              (2.19) 

 

  , (2.19) - נציב ב  10 Q   ו-   00 Q. 

 

נקבל                          0sעבור         100  tQQQtQ 

כאמור   10 Q                                      10  tQQtQ 
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                                         נגזור ונקבל       tQQtQ  0. 

 

 
 
 

   RtQ
dt

d

tQ

tQ
Q 




 :log0                                              (2.20) 

 .tלכל 

           נבצע אינטגרל       









t

QtQdttQ
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t
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0logloglog 

 
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Q
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t




 

    teQtQ 0                                                           (2.21) 

 נבצע אינטגרל נוסף

    

t

sdseQtQ
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0  

 
 

   11

0



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
                                                   (2.22) 

נזכור כי                                            xeExHDxDxE  ,1 

         tHDtEDtD ln11  

 ( 2.22) -ניעזר ב

   

 
  1

0
1

1
01

Dy
H

t

y
t

HD



















 

 
  
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                                   (  2.6נזכור כי לפי )






 teGtD
1

)( 

                     היא Dהפונקציה ההפיכה של  
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xD
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1
 

                                                     לכן  
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
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ידוע כי   ttD   נציב אתt ( ונקבל2.23ממשוואה ) 
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b
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 קיבלנו הצגה פרמטרית אחת  מהצורה

    01,1exp)(
1




xxxG 


                                 (2.24) 

 (2מ.ש.ל )

 

מייצגת ההתפלגות גבולית של  אחתמשפט זה הוא בעל חשיבות רבה. אנו רואים שקיימת משפחה 

 להלן שלוש ההתפלגויות המתקבלות ממשוואה בעלי אופי שונה.בולית ג התפלגותשל שלוש קבוצות 

(2.24.) 

 

01 -ו 0 עבור .1   , נסמן     /1 xGx . 

 

                        ניתן לראות כי  
 









 0,exp

0,0
:

xx

x
x

 

 

  . 5.0, עבור 3מתוארת בגרף אשר צפיפותה , Fréchetקבוצת התפלגות קבוצה זו נקראת 

 
 3גרף 
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 , פונקצית ההתפלגות היא:0כאשר  .2

 xexG  exp)(0 

 ממשי,  xלכל 

 .4מתוארת בגרף אשר צפיפותה  ,Gumbel התפלגותזוהי 

 

 4גרף 

01 -ו 0עבור  .3   ,נסמן    /1 xG  
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  .5.0עבור , 5בגרף אשר צפיפותה מתוארת , Weibullקבוצת התפלגות זו נקראת  התפלגות 

 
 5גרף 

וכיצד  מהם מקרי קיצון? עד כמה זה חשוב לנו? - 3פרק 

 מנתחים אותם?
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בתחומים רבים כגון: כלכלה, מדעי החברה והמדעים המדויקים נאספים נתונים רבים. למשל, ערכי 

המדדים רבים  םמניות, ערכי תביעות ביטוח, כמות משקעים שנתית, הכנסה של משפחה ועוד.ביישומי

כלי חשוב. על כן במספר המעניינים הם הממוצע והשונות. למשל, ממוצע הכנסה למשפחה הוא נתון כל

ך כלל מתעלמים מהם בניתוח רובד (outliers)רב של יישומים, ערכים חריגים נחשבים כיוצאי דופן 

הסטטיסטי. לדוגמא: בדרך כלל מחושב חציון ההכנסה למשפחה ממוצעת, מדד זה מתעלם ממעט 

דווקא ערכי המשפחות עם הכנסות גבוהות מאוד. עם זאת יש מקרים שבהם הגודל החשוב הוא 

 הקיצון.

ברגע שסערה גדולה תפרוץ  .הולנד. מחצית מהולנד נמצאת מתחת לפני היםניקח לדוגמא את 

מדת בפני שני אתגרים למניעת הצפתה במים: והולנד ערוטרדם, הנמל העמוס ביותר באירופה, יוצף. 

לנד מבול קטלני, פגע בהו 1953בשנת  ( התמודדות עם הגאות של הים.2) ( התמודדות עם משקעים.1)

אנשים. הולנד ידועה בתור אחת  1800-קילומטרים רבועים והרג יותר מ 600-שהשתרע על יותר מ

המדינות המפותחות ביותר בהגנה מפני הצפות מסוג זה, במיוחד לאור העובדה שקיימת תרומה 

הולנד במקרה של  ,גובה הסכר הדרושגדולה של התחממות הגלובלית לכמות המים הגואה בעולם. 

נעשה שימוש בהערכות על פי משפט בה  היא דוגמא לבעיה מתמטיתומדינות בעלי אתגרים דומים, 

 הגבול של ערך הקיצון. 

ערכי קיצון הם בעלי חשיבות אדירה גם בתעשייה הפיננסית, לרבות בנקאות וביטוח. לדוגמא, חברת 

ה במקרה של אסון. על מנת קטנות ומבטיחה להחזיר סכומים גדולים בהרב פרמיותביטוח לוקחת 

, עליה לחשב את שחברת הביטוח לא תפשוט את הרגל ויהיו בחשבונה מספיק כסף להחזר התביעה

 הסיכוי לסך תביעות שנתי גדול במיוחד.

 שתי הדוגמאות שהובאו לעיל הם רק מקרים פרטיים בהם נדרש להבין התפלגות של ערכי קיצון.

יצון תלויה בהתפלגות הזנב של המשתנים המקריים , התפלגות ערך הק2כפי שראינו בפרק 

 המקוריים. לרוב התפלגות זו אינה ידועה.

 

ישנם שתי שיטות עיקריות בניתוח סטטיסטי של ערכי קיצון. הראשונה היא להתאים את הנתונים 

למודל בעזרת טכניקות סטטיסטיות מסורתיות, ולהסתכל על ערכי הקיצון בעזרת סימולציה על 

 ת אומרת מנסים להתאים את התפלגות הזנב להתפלגויות ידועות שונות.זא המודל.

(, 2.11היא להתאים את הנתונים להתפלגות הגבולית של ערך הקיצון )משוואה  ההשנייהשיטה 

 Block maxima :(. לשיטה הזאת יש שתי גישותExtreme Value Distribution) EVD -המסומנת ב

 .Peaks over threshold (POT)-ו

 

Block maxima 
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 (.6גרף זמן )כמו ביחידות , לוקחים את הנתונים לאורך זמן ומחלקים אותם ל"בלוקים" של זוגישה ב

)ראה גרף  בכל "בלוק" בוחרים את הערך הגבוה ביותר, ויוצרים גרף בעזרת נתוני המקסימום האלה

  QQשונים, על ידי גרף עם פרמטרים  EVD -את הנתונים מנסים להתאים ל .)7

 (Quantil-Quantil plot). QQ   של התפלגות הנתונים הגולמיים  תהתאמה גראפי תשיטהיא

xyבעזרת הישר  EVDלהתפלגות   (8,)ראה גרף.  

 
 Block maxima - 6גרף 

 
 התפלגות הערכים הגבוהים ב"בלוקים". – 7גרף 

 

 
 פטוטיאסימהתאמת התפלגות ערכי הקיצון למודל  – 8גרף 

 

Peaks over threshold (POT) 
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כל קובץ המועלה לאתר נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, פיזיקה, כימיה וביולוגיה 
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. (9)ראה גרף  ודוגמים את הערכים הגבוהים ממנו (threshold) מסויםעל פי גישה זו בוחרים סף 

ל חלוקת הזמן, אבל צריך לדעת לבחור את אותו סף בחוכמה. סף גבוה שבגישה הזאת אין השפעה 

תהיה גבוהה מדי, סף נמוך מדי עלול מדי עלול למחוק נתונים חיוניים ולגרום לכך שהערכה שלנו 

 ( היא פתרון אסימפטוטי בה נדרש סף גבוה דיו.2.11, בגלל שמשוואה )להטיהלגרום 

 
 Peaks over threshold (POT) - 9גרף 

 

על  EVD,להתפלגות  הממצאים המקסימאלייםגם בגישה זו כמו בקודמת, מתאימים את התפלגות 

 מתאים, כדי לקבל הערכה טובה.אינדקס ערך קיצון מנת למצוא 

 העריך פרמטרים שונים במקרי קיצון.שיכולים להיעזר בהם על מנת לישנם אפליקציות ועזרים שונים 

 .Toolkit, exRemesרשת כגון: בהמצויים  כלים גרפים  בניהם

 

 סיכום – 4פרק 

  יהמקסימאל. להתפלגות הערך י קיצוןבעבודה זו ראינו כי קיימת תיאוריה מתמטית שלמה של מקר

 Fréchet , התפלגות Gumbelהתפלגויות שונות: התפלגות  שלושהמייצגת  יחידהיש הצגה פרמטרית 

, ערכי קיצון הם בעלי חשיבות רבה בתחומים רבים בחיינו. מושגים Weibull .Exteremesוהתפלגות 

 או לפחות להבין בעזרתנוכל להיערך  , להם ןאינם אלא מקרי קיצו ,כמו, ברבור שחור, אל ניניו וכו'

 .3כפי שהובא בפרק  ,על משפט הגבול שהוצג בעבודה זוהמסתמך  סטטיסטיניתוח 
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