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 .חלק ממנו

 

 מבוא

כשחשבתי באיזה נושא מתמטי ברצוני לעסוק בעבודת  בודתי בחבורה הסימטרית.בחרתי לעסוק בע

הגמר שלי היה לי ברור שיהיה זה מתחום האלגברה. תחום מתמטי זה קרוב יותר לליבי כיוון שהוא 

 עוסק בחוקיות של המספרים ובתכונותיהם. למעשה הוא יותר קרוב ומוחשי לתלמידי התיכון.

סגרת תוכנית הלימודים במכון ויצמן לתואר שני נחשפתי לתורת החבורות בקורס אלגברה שלמדנו במ

ולחבורות הסופיות. גיליתי שאפשר ללמוד מתורת החבורות רבות על מספרים וחוקיותם. לאחר 

שהופניתי לפרופ' רגב הוא המליץ לי לעסוק בחבורה הסימטרית ואכן שמחתי להצעה. בחבורה 

נושא זה אף יכול להיות תחום להעשרה למורים  .קורהסימטרית יש הרבה צדדים שאפשר לח

 ותלמידים כיוון שאינו מסובך מדי ואינו מצריך הרבה ידע ברמה מתקדמת הנלמד באוניברסיטה. 

בעבודה אסקור את החבורה הסימטרית ותכונותיה, זוגיות של תמורות, הצגות שונות של תמורות, 

 אילו חבורות זוגיות הן אמביוולנטיות.פעולת ההצמדה ומחלקות הצמידות ולבסוף בדקתי 

עבודת המשך לעבודה זו יכולה לעסוק בדרכי הצגות שונות של הנושאים המובאים בעבודה לתלמידי 

 התיכון ולמורים.

 תמיכה לאורך כל הדרך.הברצוני להודות לפרופ' אמיתי רגב על הסבלנות ו
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 .חלק ממנו

החבורה הסימטרית - 1פרק   

  קבוצה סופית. - Ωהי ת

 . (permutation)נקראת תמורה )ולכן על(  : חח"ע  פונקציה

 .S -מסומן ב Ωשל  :אוסף התמורות 

nSSמסמנים  Ω: = {1, 2, . . . , n}כאשר   . 

 .Ωהרכבה של שתי תמורות ב , כלומר כעת נגדיר את פעולת הכפל כהרכבה של שתי פונקציות

נסמן:    :ונגדיר       

Ω - : קבוצת כל התמורות על 1.1טענה    ,:: S .היא חבורה 

 –כדי להראות שקבוצה היא חבורה יש להראות  הוכחה:

 סגורה תחת פעולת הכפל (1

 אסוציאטיביות (2

 קיום איבר ניטראלי (3

 הופכיים קיום (4

 

)כלומר חח"ע(. נרצה להראות כי גם  Sתמורות ב  :,יהיו הוכחת סגירות:  (1

 חח"ע על הקבוצה  , כלומרהיא תמורהΩ. 

נניח כי     21   21. יש להוכיח כי  . 

                21

3

21

2

21

1

21   

 לפי הגדרת פעולת ההרכבה. – 1

2 – π .חח"ע 

3 – ρ חח"ע. 

,,:יהיו אסוציאטיביות: הוכחת  (2   תמורות בSΩנוכיח כי .       . 

 . הי ת

              

 -וגם                ולכן-      

 הוכחת קיום איבר ניטרלי: (3

} –נגדיר את פונקצית הזהות     ,:  ומתקיים כי לכל } S : 
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 .חלק ממנו

  . 

 .הי ת               

 הית הוכחת קיום הופכיים: (4 Sמצוא . יש ל S  :כך שמתקיים . 

כך ש: יחיד  2ישנו  1לכן אם  היא על. קבוצה סופית אזי  - Ωחח"ע וכן  כיוון ש 

  12  נגדיר את .    :כך ש  21    :ויתקיים כי

         

         11211

22122








 

תהי  היא חח"ע:נוכיח כי    11 '   11 -ונראה ש '  מההגדרה הקודמת נקבל כי .- 

  12    ו-   12 ''  22 -. הנחנו ש '   לכן ,-    22 '   11כלומר ' . 

∎ 

 nS החבורה הסימטרית

 nnnSn ,::  

 : nS -כתיבה של תמורות ב

     


























n

n




2

2

1

1
כלומר     ii  : 

לפעמים נסמן: 
     

    n
n

n



,....,1

2

2

1

1

























 

 לפי מחזורים: כתיבה של תמורה naaa ,....,, 121כלומר:  21 aaaa n  

 אם כל איבר במחזור אחד אינו מופיע במחזור שני. מחזורים זריםשני 

 כל תמורה ניתנת לכתיבה כמכפלה של מחזורים זרים.

לדוגמא:     4635271
1436257

7654321









 

                 :3S -דוגמא לתמורות ב

 

    32132
2

3

3

2

1

1

231
213

321



















 

 1תמורת הזהות תסומן: 
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 .חלק ממנו

  1nלכל : 1.2טענה 

 הוכחה:

 : nנוכיח טענה זו באינדוקציה על 

 

 :  הנחת האינדוקציה

 : נוכיח כי

nS  - על כל תמורה ב  naaa ,...,,  . n+1נוכל  להכניס את האיבר נספור בכמה מקומות  21

דוגמא:  naana ,...,,1, 21  .אפשר להכניס את  האיבר הנוסףברור ש  n+1 ב- n+1  מקומות

 .1nSבאופן כזה ניצור את כל  .בתמורה

 . כלומר:  !n!(n+1) = (n+1)סה"כ אפשרויות לכל התמורות: לכן 

 

 :3Sהחבורה  -דוגמא 

  -בכתיב מלא 



























































213

321
,

132

321
,

231

321
,

123

321
,

312

321
,

321

321
3S 

  –בכתיב מחזורים 

          

6!3

231,321,32,31,21,1

3

3





S

S

 

  . למשל:את אותה תמורה ותהמתאר ותשונ צורותניתן לכתוב תמורה בם יבכתיב מחזור

     312123231
213

321









 

 כלומר בכל מחזור ניתן לבצע תמורה מעגלית.

 (7,1)(4,6)(5,3,2) = (6,4)(2,5,3)(1,7). למשל: כמו כן אפשר להחליף את הסדר במחזורים זרים

 תת חבורה הנוצרת ע"י איבר אחד:

 בכל חבורה סופית, איבר וקבוצת החזקות שלו היא חבורה חלקית.
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 .חלק ממנו

10איבר ניטראלי:  גדולה.הנובע מהחבורה  –ציאטיביות סגירות ואסו הוכחה: a. 

1,,...,סדרת החזקות  הופכי: 20 aaa   :היא סופית לכן חייבת להיות בה חזרה כך שjrr aa  

111ומכאן נקבל     jj aaa. 

. 

המחזור:  nSהי ת riii ,....,, 21 

 אזי קבוצת החזקות הינה החבורה: 132 ,....,,,,1  r  1כאשרr .11    r  

r  אומרים גם שהסדר של .  הואr. 

,, כלומר  -התמורה ההופכית לנשים לב ש 1  :תיוצג ע"י המחזור

   11

1

21 ,....,,,....,, iiiiii rrr 


. 

11ניתן לראות כי מתקיים:     :    1,....,,,....,, 1121  iiiiii rrr  . כיוון שמתבצעות

 : ההעתקות הבאות

rr iii

iii









1

1

1

121

...





 

למשל  טרנספוזיציה.נקרא  2מחזור באורך   552 S ספוזיציה.היא טרנ 

  :1.3טענה 

 טרנספוזיציות בצורה הבאה:  r-1ניתן לכתיבה כמכפלה של  rכל מחזור באורך 

      rrr iiiiiiiii 1322121 ,....,,  

 הוכחה: 

  :בצד שמאל( העתקותל ות)זה בצד ימין של המשוואה מתקיימות ההעתקות הבאותניתן לראות כי 

21

32

1

121

...

ii

ii

ii

iiii

rr

rrr












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_____________________________________ 

כל קובץ המועלה לאתר נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה 

ה: שימוש מסחרי, פרסום באתר אחר בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל ז

)למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או 

 .חלק ממנו

 :1.4טענה 

rkלכל   טרנספוזיציה ה rk   מהצורה טרנספוזיציותהיא מכפלה של  1ii 

 .r-kבאינדוקציה על ההפרש : הוכחה

1אם  kr  אזי   1 kkrk.וסימנו 

הנחת האינדוקציה: הטרנספוזיציה  kjשל טרנספוזיציות מהצורה  היא מכפלה 1ii. 

נוכיח כי גם  1kj  היא מכפלה של טרנספוזיציות מהצורה 1ii 

ניתן לראות כי אפשר לכתוב את הטרנספוזיציה  1kj  :כך

     111  kkkjkkkjהטרנספוזיציה ה כי . ובהסתמך על הנחת האינדוקצי

 kj היא מכפלה של טרנספוזיציות מהצורה 1ii.סיימנו , 

 

 נוצרת ע"י הטרנספוזציה nSמכאן ניתן לראות כי  1kk  לכלnk 1 . 

כלומר:        nnSn 1,....,43,32,21  

  :1.5ה טענ

טרנספוזיציה ה 21  rr  :ניתנת לכתיבה בצורה הבאה 

   
       rr

nnrr


 20לכל   121....121....  nr. 

 -ות הבא העתקותה ותמתקיימ: הוכחה

 aaאזי  2r  או 1r  שאינו aלכל איבר

 וכן מתקיימות ההעתקות הבאות:

2211  rr  

1122  rr 

 

נוצרת ע"י הטרנספוזציה  nSמכאן ניתן לראות כי  21  והמחזור n....1 

כלומר:    nSn .....1,21 

 3nהערה: עבור 
 nS.אינה נוצרת ע"י איבר יחיד כיוון שאינה אבלית 
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כל קובץ המועלה לאתר נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה 

ה: שימוש מסחרי, פרסום באתר אחר בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל ז

)למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או 

 .חלק ממנו
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כל קובץ המועלה לאתר נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה 

ה: שימוש מסחרי, פרסום באתר אחר בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל ז

)למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או 

 .חלק ממנו

תמורה זוגית / אי זוגית - 2פרק   

 הגדרה:

יהי  nxxF  .Fמעל השדה  משתנים nאלגברה של פולינומים עם   -1,...,

  -ו  nSבהינתן  -נגדיר פעולה חדשה nxxFf ,...,1 : 

      nn xxfxxf  ,...,,..., 11  

נשים לב כי מתקיים:    ff   ואסוציאטיביות-     ff   

 2nנניח כי 

נגדיר:    



nji

jinnn xxxx
1

1,..., 

n=3 דוגמא: עבור  3,1 : 

   

    31213233

3231213





xxxxxx

xxxxxx


 

  :1.2 משפט

nnמתקיים  nSלכל פרמוטציה   

 הוכחה:

לפי הגדרה:     



nji

jin xx
1

למעשה ל .- n יש את אותם איברים כמוn רק .

 ∎ מא(.וזאת כאשר הסדר יהיה הפוך. )ראה דוג –לעיתים הסימן יהיה + ולעיתים 

 :מכאן נוכל להגדיר סימן של פרמוטציה

הגדרה:   1sgn 





n

n
 . 

 :2.2 משפט

  כמכפלה של טרנספוזיציות . ניתן לכתוב את nSיהי  1 iiti כלומר .kttt  21 

אזי מתקיים:    k1sgn . 

 הוכחה: 
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כל קובץ המועלה לאתר נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה 

ה: שימוש מסחרי, פרסום באתר אחר בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל ז

)למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או 

 .חלק ממנו

 kבאינדוקציה על 

k=1 :כאשר  1 ii נראה מה תמורה זו גורמת ל .n. 

baיהי   איבר  מה קורה ל. נסתכל ba xx   במכפלהn : )נבדוק את כל האפשרויות( 

,1כאשר  .1  ibia  נקבל בn  :את   baab xxxx  כלומר נוצר מינוס .

 אחד.

,,1 כאשר .2  iiba ב  אז אין שינויn נשאר ו ba xx . 

ia כאשר .3   1או ia  לכןiib  את  nנקבל ב   1

החילופים   bibi xxxx 1 או    bibi xxxx  1 . ובכל מקרה אין שינוי של

הסימן כי   bibi xxxx  1 .עובר לעצמו 

ibכאשר  .4   1או ib  1לכן iia.  נקבל בn  את

החילופים   iaia xxxx  1 או    1 iaia xxxx . ובכל מקרה אין שינוי של

הסימן כי   1 iaia xxxx .עובר לעצמו 

לכן  מינוס אחד בלבד. nובסה"כ יש לנו ב     11sgn
1

. 

טרנספוזיציות מתקיים:   k-1נניח כי עבור     1
1sgn




k
 ונוכיח עבור .K: 

      n

k

n

k

nknkn ttttttt 


11
1

12121 השתמשנו באסוציאטיביות(  .

 (.k=1ובהנחת האינדוקציה ובמקרה ש 

ולפי הגדרה נקבל כי:    k1sgn .  

זוגי ,   kאם   1sgn ת. , וזוהי תמורה זוגי 

אי זוגי ,   kאם   1sgn .וזוהי תמורה אי זוגית , 

שהוכחנו למעלה היא:  1.3תוצאה של משפט זה ושל טענה     1

21 1,....,,sgn



r

riii. 

 ניתן לרשום כמכפלת טרנספוזיציות בהרבה אופנים.  nSאת 

  :2.3 משפט

rtttיהיו   21  ו- sttt  21  שתי הצגות של  כמכפלת טרנספוזיציות, האחת באורךr 

 זוגי. sזוגי אם ורק אם   r-ש נוכיח . sוהשניה באורך 

מתקיים כי  הוכחה:   sr
11  מייצגות את אותה פרמוטציה, ולכן גם המכפלות הנ"ל מכיוון ש

sr  ( 2)מודולו. ∎ 
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כל קובץ המועלה לאתר נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה 

ה: שימוש מסחרי, פרסום באתר אחר בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל ז

)למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או 

 .חלק ממנו

הוא איבר  1עם פעולת הכפל היא חבורה. )הוכחה: פעולת הכפל היא אסוציאטיבית,  { 1- ,1 }הקבוצה 

 ניטרלי, וכל איבר בקבוצה הוא הופכי של עצמו(.

  :2.4טענה 

ההעתקה  1,1: nSf ע"י  המוגדרת    sgnf .הינה הומומורפיזים 

יח כי עבור כל נוכ הוכחה:
nS מתקיים:  ,      fff . 

צד שמאל של המשוואה:      sgnf  :נחלק לשלוש אפשרויות 

של שתי התמורות תהיה זוגית )זוגי + זוגי = זוגי(.  מכפלה אם שתי התמורות זוגיות אזי .1

    1sgn   f 

של שתי התמורות תהיה זוגית )אי זוגי + אי זוגי = מכפלה וגיות אזי אם שתי התמורות אי ז .2

 זוגי(.    1sgn   f 

של שתי התמורות תהיה  אי זוגית )זוגי מכפלה אם אחת התמורות זוגית ואחת אי זוגית אזי  .3

 + אי זוגי = אי זוגי(.    1sgn   f 

צד ימין של המשוואה:         sgnsgn  ff :נחלק לשלוש אפשרויות 

אם שתי התמורות זוגיות  .1        111sgnsgn   ff 

אם שתי התמורות אי זוגיות  .2        111sgnsgn   ff 

אם אחת התמורות זוגית ואחת אי זוגית  .3        111sgnsgn   ff 

 

לכל הומומורפיזים מוגדר גרעין ההומומורפיזים כך:   1,ker   fSf n 

ה ניתן לראות שהגרעין של ההומומורפיזים שהגדרנו יהיה אוסף כל התמורות הזוגיות מההגדר

המסומן כך:    1sgn,sgnker:   nn SA 

: 2.5 טענה
2

!n
An  

 -כאיחוד של שתי קבוצות זרות  nS: ניתן להסתכל על הוכחה  nnn AAS 21 ומכיוון .

 -וא זר נקבל כי שהאיחוד ה  nnn AAnS 21!  נשים לב כי .-   nn AA 21  כי(

 למעשה יצרנו את התמורות האי זוגיות מהתמורות הזוגיות ע"י הכפלה בטרנספוזיציה(.

 ∎ ומכאן הטענה נובעת.

 :3Sדוגמא עבור החבורה 
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כל קובץ המועלה לאתר נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה 

ה: שימוש מסחרי, פרסום באתר אחר בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל ז

)למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או 

 .חלק ממנו

    

3
2

!3

231,321,1

3

3





A

A

 

 

   :2.6טענה 

אי זוגיחזור באורך אי זוגי מייצג תמורה זוגית. כלומר: מ  kAiii nk ,....,, 21
. 

  kטרנספוזיציות . לכן אם   k-1ניתן לכתיבה כמכפלה של  kכל מחזור באורך  1.3: לפי טענה הוכחה

 ∎ פוזיציות יהיה זוגי ולכן התמורה זוגית.אי זוגי, מספר הטרנס

   :בדוגמא הקודמת
    
    2132231

3221321




 

  :2.7טענה 

      


cn
 1sgn  כאשרnS  , c -  מספר המחזורים של. 

נשים לב כי 
nn SS 1

1כאשר עבור   nS ,  nn   ולכן גם(
nS.) 

: נסמן 1nc -  מספר המחזורים של ב- 
1nS , nc -  מספר המחזורים של ב- nS. 

1ומכאן שעבור  nS ,    11    nn cc 

 :2.7הוכחת טענה 

 .nבאינדוקציה על  הוכחהה

n = 1:    11sgn
11



. 

 :  n-1הטענה נכונה עבור  -הנחת האינדוקציה 

      
 11

1sgn 
 ncn

1עבור   nS 

 : nהטענה נכונה עבור  -נוכיח כי 

     
 ncn

 1sgn  עבורnS 

 :מקרה א'  nn  כלומר( .   מעביר אתn .)לעצמו 

nnלכן:  SS  1. 

121כמכפלה של מחזורים:  ניתן לכתוב את  ....  nr Sddd  
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כל קובץ המועלה לאתר נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה 

ה: שימוש מסחרי, פרסום באתר אחר בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל ז

)למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או 

 .חלק ממנו

 מהנחת האינדוקציה נקבל:

 

              
 nnn cncncn 

  111sgn
11 11

 

: מקרה ב'  nn  . 

nj לכן ישנו   :כך ש  nj . 

כמכפלה של מחזורים:  ניתן לכתוב את  lkr bbnjaaddd ,....,,,,,....,.... 1121   

מכאן נקבל כי:   1 rcn  

 :נגדיר תמורה חדשה    nbbjaadddnj lkr ,....,,,,....,.... 1121    

ר כלומ  nnSn    ,1.  

מכאן נקבל כי:   11  rcn  

קיבלנו כי : ולכן     nn cc 1
 

: היא הומומורפיזים לכן sgn הפונקציראינו שה

           sgnsgnsgnsgnsgn  njnj 

לפי הנחת האינדוקציה נקבל:              

         
 nn cncn 

  11
11sgn 1

 

בסה"כ נקבל:            
 nn cncn 

 11sgnsgn
1
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כל קובץ המועלה לאתר נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה 

ה: שימוש מסחרי, פרסום באתר אחר בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל ז

)למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או 

 .חלק ממנו

של מחלקות הצמידות  – 3פרק 
nS 

 .1פעולת הצמדה על תמורה מוגדרת כך: 

נראה כיצד משפיעה פעולה זו על מחזור  raaa ,....,, 21. 

 : 13. טענה

         rr aaaaaa  ,....,,,....,, 21

1

21  

 יהי  :הוכחה raaa ,....,, 21 

              ,...,...,,...,,,...,,...,,....,,..., 1

1 iiaiiaiiii r   

 ראות את ההעתקות הבאות:ניתן ל   11   iiii aaaa   כלומר ,  מופעל על.  

כעת תהי    sr bbaa ,....,,...., 11  

ונקבל:   ההצמדה ב נפעיל על תמורה זו את

               srrrr bbaabbddaa  ,....,,....,,....,,....,,...., 11

1

1

1

1

1

1

1  

 ה הצמודה לה אותו מבנה מחזורים.כלומר לתמורה ולתמור

1: אם 23. הוכחנו משפט   אזי ל-  ול- .אותו מבנה מחזורים
 

nS: אם  33. משפט הפוך וכן:  , כך  nS בעלי אותה חלוקה של מחזורים אזי: קיים ,

1ש:    כלומר שתי התמורות(  צמודות( ,

: יהי הוכחה   sr bbaa ,....,,...., 11  .   sr bbaa ',....,'',....,' 11  

כך ש: נגדיר את 
 

  '

'

jj

ii

bb

aa








  

לכן נקבל כי: 

                   

srrr bbaabbbaaa ',....,'',....,',....,,,....,, 112121

1

 

 כתיבה של תמורה לפי חלוקה למחזורים:

 :באורכים שונים נוכל לכתוב כל תמורה כמכפלה של מחזורים זרים

   ....,....,,....,,...., 111 tsr ccbbaa  

...מחזורים זרים מתחלפים לכן נסדר אותם כך שנוכל להניח כי  tsr  
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כל קובץ המועלה לאתר נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה 

ה: שימוש מסחרי, פרסום באתר אחר בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל ז

)למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או 

 .חלק ממנו

,,....,נסמן:  321   tsr 

n שכמובן מתקיים  21  321... וכן   

 α  נקראת חלוקה(partition)  שלn :סימון .α├ n 

  -  המתאימה להחלוקה- . 

 נובעת המסקנה הבאה: 3.2ממשפט 

: מחלקות הצמידות של 3.4שפט מ
nS מתאימות למעשה לחלוקה שלn . 

    nSC ר  כאש├ n  

 דוגמא:

 :3Sמחלקות הצמידות של 

   

        

      2,3,1,3,2,1

3,2,3,1,2,1

1

3

1,2

13







C

C

C

 

 :4Sמחלקות הצמידות של 

   

              

           

                  

              2,3,4,1,2,4,3,1,3,2,4,1,3,4,2,1,4,2,3,1,4,3,2,1

3,4,2,4,3,2,3,4,1,4,3,1,2,4,1,4,2,1,2,3,1,3,2,1

3,24,1,4,23,1,4,32,1

4,3,4,2,3,2,4,1,3,1,2,1

1

4

1,3

2,2

1,2

1

2

4











C

C

C

C

C

 

 תמספר האיברים במחלקת צמידות של החבורה הסימטרי

 נזכיר הגדרות מתורת החבורות. 

G –  .חבורהH–  תת חבורה שלG .Gg 

H : -ב gשל  (centralizer)הגדרה: מרכז    gxxgHxgZH  . 

 .Hהמרכז הוא תת חבורה של טענה: 
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כל קובץ המועלה לאתר נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה 

ה: שימוש מסחרי, פרסום באתר אחר בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל ז

)למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או 

 .חלק ממנו

Zba: יהי סגירות. 1הוכחה:  ,  ולכן מקימיםgbbggaag  , כלומר Zab. נראה כי גם ,

שמקיים:    abggab  מכיוון שכולם איברים בחבורה הגדולה הרי שמתקיימת אסוציאטיביות .

 ולכן:           abgbgabaggbabgagab . 

gaagולכן  Zaם הופכי: יהי . קיו2   נכפיל מימין ומשמאל באיבר
1a   נקבל כיgaga 11   

Zaולכן  1
. 

 gCG
 Ggמחלקת הצמידות של  - 

 -חבורה סופית אזי  G: כאשר 53. משפט 
 gZ

G
gC

G

G  

 הוכחה:

 gZG היא תת חבורה ב- G  לכן נוכל לכתוב אתG  :כאיחוד זר של מחלקות שמאליות כך ש

   gZxgZxG GrG   ומכאן נקבל כי האינדקס 1...
 

r
gZ

G

G

 . 

נראה כי  gCG
  -למעשה נוכיח שאיברים שונים,  rמכיל     rjgxxgC jjG ,...,1|1  . 

11נניח כי    jjii gxxgxx1 -. מכאן ע"י כפל משמאל ב

jxומימין ב- 
ix :נקבלijij xgxgxx 11   ולכן

נוכל לומר כי  gZxx Gij 1 מכאן נקבל כי .   gZxgZx GjGi   ולכןi = j.  לכן gCG  מכילה

 איברים. rלפחות 

להיפך, יהי  gCu G נראה שישנו .j  ,rj 11 -, כך ש jj gxxu. 

 gCu G 1תו כך: לכן נוכל לכתוב או xgxu  עבורGx מכיוון ש .והשכל-G  מתחלק

למחלקות שמאליות של  gZG שישנו הריj כך ש ,-  gZxx Gjלכן נציבzxx j 

,
'

 gZz G 1111ונקבל כי   jjjj gxxxzgzxxgxu . 

 כתיב חזקות של חלוקה.

נתחיל בדוגמא: חלוקה  1,1,1,1,1,2,2,2,3,3נרשום גם כך, בסדר הפוך 

 3,3,2,2,2,1,1,1,1,1 :ובקיצור בכתיב חזקות , 235 3,2,1 

ובאופן כללי:  ,...,...,3,2,1 321 jmmmm
j המספר .j  מופיעmj פעמים ב- λ. 

כאשר בכתיב חזקות:   nשל  λחלוקה ה: נתונה הגדר
    ,...2,1 21  mm

. 
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כל קובץ המועלה לאתר נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה 

ה: שימוש מסחרי, פרסום באתר אחר בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל ז

)למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או 

 .חלק ממנו

נגדיר את המספר הבא: 
   !

1



 i

i

m
miz i 



. 

, כלומר 1-החזקות הן קטנות או שוות ל λחלוקה בנשים לב שכאשר  )*( k ,...,, 21 וכל ה- 

i ,אזי שונים
kz   21

 . 

  :63. משפט

הי ת
    ,...2,1 21  mm

 חלוקה שלn  ויהי
nSC  מחלקת צמידות שמייצגת את

. אזי: λהתמורות לפי החלוקה 



z

n
C

!
 

 הוכחה:

מייצגת את החלוקה Cמחלקת הצמידות  k ,...,, 21 שאורך . כלומר את כל התמורות

 מחזוריהן לפי החלוקה הנ"ל. ניתן לכתוב את התמורות הנ"ל כך:

    nn aaaaaa
k

,...,,...,,..., 111 2111    

מספרים. לכן יש   nאפשרויות לסידור של  !n. יש  { n , . . . , 1 }כולם שייכים לקבוצה כאשר המספרים 

n!  גודל הקבוצה( .תמורות כאלוnSאך כמובן שיש כאן תמור .) ות שספרנו מספר פעמים כי ראינו

 שניתן לייצג תמורה במספר ייצוגים באותו אורך של מחזורים. 

 כולם מייצגים את אותו מחזור. ( 2 , 1 , 3 ) = ( 1 , 3 , 2 ) = ( 3 , 2 , 1 )לדוגמא: 

 אפשרויות שונות המייצגות את אותו מחזור.  i -יכול להיכתב  ב iכלומר כל מחזור באורך 

ש מספר וכאשר י im  מחזורים שונים באורךi  (  im-  המספר אותו מייצגת החזקה( גם

נים לכתיבה בשינוי סדר, כלומר  תמחזורים אלה ני !im .אפשרויות שונות 

  -, יכולים להיכתב ב3S -המייצגות את תמורת הזהות ב  1שלושה מחזורים שונים באורך לדוגמא: 

 . (1)(2)(3) , (2)(1)(3) , (1)(3)(2) , (3)(1)(2) , (2)(3)(1) , (3)(2)(1)אפשרויות שונות:  6 = !3

לכן בסה"כ מספר התמורות החוזרות על עצמן הוא למעשה המספר 
   !

1



 i

i

m
miz i 



. 

 על עצמן וקיבלנו את מה שרצינו.במספר התמורות החוזרות  !nולכן יש לחלק את 

  :3.7משפט 
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כל קובץ המועלה לאתר נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה 

ה: שימוש מסחרי, פרסום באתר אחר בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל ז

)למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או 

 .חלק ממנו

הי ת
kcc  1  כתיבה לפי מחזורים של

nS זריםכאשר כל המחזורים .
i -  האורך של

מחזור 
ic ,שכל האורכים  ונניח

iהי ת. שוניםkccL  -תת חבורה ב1
nS הנוצרת ע"י

kcc ,...,1
 . אזי מתקיים:

1. kL   1 

2.  
k

S

n
C

n 





1

!
 

3.  
nSZL  

 הוכחה:

סדר האיבר  .1
ic  הוא

iסדר האיבר , כלומר את מספר  תמחזור נותן לנו גם א . )כי אורך של

 icהפעמים שנכפיל את המחזור בעצמו ונקבל את איבר היחידה(. מכיוון שכל המחזורים 

ניתן לכתיבה יחידה כך: Lxשונים, ניתן להחליף את הסדר. כל איבר 

ka

k

a
ccx  1

kiלכל כאשר  1 1 ,iia 1 כלומר בתת חבורה .L  יש

k 1  .איברים 

 .3.6תוצאה של הערה )*( ומשפט  .2

מכיוון שכל המחזורים  .3
 icולכן שונים, הם מתחלפים ,ii cc    עבורki 1 ולכן

 
nSZx  ולכן 

nSZL  .בין הקבוצות נקבל כתוצאה ממשפט  שוויון

כלומר  ששתי הקבוצות בעלות אותה עוצמה  הנוכחיבמשפט  2וסעיף  3.5

  kSn
ZL   1 
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כל קובץ המועלה לאתר נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה 

ה: שימוש מסחרי, פרסום באתר אחר בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל ז

)למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או 

 .חלק ממנו

הצגה של תמורות - 4פרק   

  Young diagram -בעזרת דיאגרמת יונג   nניתן להציג חלוקות שונות של 

לדוגמא: בחבורה 
10S –  

 מחלקת הצמידות של התמורה:

    10965387421
10674532918

10987654321









 

נקבעת ע"י החלוקה:     1,4,5 

 וניתנת להצגה ע"י הדיאגרמה:  

 

 

 הגדרה פורמאלית:

דיאגרמת יונג המייצגת את החלוקה  ,..., 21    המטריצה:  היא

    ijiji   הוא אינדקס העמודות  jהשורות,  הוא אינדקס i  -ש. נשים לב ,1,1

 בדיאגרמה.

 החלוקה הצמודה:

הדיאגרמה    מייצגת את החלוקה i אזי הדיאגרמה . ' תייצג את החלוקה הצמודה 
j' 

לאורך האלכסון הראשי של  סיבובוניתן להגיע אליה ע"י  . 

 . λ  ( 13 , 4 , 5 ) = 'אזי  λ  ( 1 , 23 , 5 ) = דוגמא: אם 

  -נציג את הדיאגראמות  

 

  

    

 

 להיות השורות. ותהופכ עמודותכלומר ה

תהי חלוקה  בהגדרה פורמאלית:  i  :החלוקה הצמודה . ,...','' 21   כאשר

 ji ij                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                               צמודה לעצמה. λאזי אומרים שהחלוקה  'λ = λאם   .'

     

    

 

     

  

  

  

 

     

    

 

 

 

 
 '
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כל קובץ המועלה לאתר נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה 

ה: שימוש מסחרי, פרסום באתר אחר בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל ז

)למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או 

 .חלק ממנו

 סימון פורביניוס של חלוקה

 .  k –סון הראשי עובר דרך מספר תיבות. נסמן מספר זה ב נשים לב שלכל דיאגרמה האלכ

 לדוגמא: 

 . k = 2)למעלה( אנו רואים שהאלכסון הראשי חותך שתי תיבות, כלומר  λ  ( 1 , 23 , 5 ) =  בחלוקה

 . k = 2אנו רואים שהאלכסון הראשי חותך שתי תיבות, כלומר    λ = ( 5 , 3 , 22 , 1 ) בחלוקהגם 

 

 

 

 

 

 

 . k = 4תיבות, כלומר  ארבעאנו רואים שהאלכסון הראשי חותך    λ = ( 72 , 52 ) בחלוקה

       

       

     

     

 

 יהיה בגודל המטריצה הריבועית המקסימלית שנכנסת בדיאגרמת יונג. kהמספר 

סימון פורביניוס יהיה: λ = ( 5 , 3 , 22 , 1 ) בחלוקה 2,41,4 

סימון פורביניוס יהיה:  λ = ( 72 , 52 ) בחלוקה 0,1,2,31,2,5,6 

בהגדרה כללית: נסמן 
i

i

ii

ii





'


kiכאשר   1 . 

0...

0...

21

21





k

k




 

יהיה:  λסימון פורביניוס של  kk  ,...,,..., 11 

יהיה  'λושל    kkkk  ,...,,...,',...,,...,' 1111

'

 
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כל קובץ המועלה לאתר נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה 

ה: שימוש מסחרי, פרסום באתר אחר בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל ז

)למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או 

 .חלק ממנו

נגדיר פונקציה:       1,...,1,...,,..., 1111  kkkkhh  

λ = ( 5 , 3 , 22 , 1 ) בחלוקה דוגמא:       4,91,42,41,2,3,5 2  hh. 

נותנת לנו את האורכים של ה'ווים' בדיאגרמת יונג. בדוגמא הקודמת יש לנו וו  -  h (hooks)פונקצית 

 .אפור()צבע  4( ווו אחד באורך לבן)צבע   9אחד באורך 

 

 

 

 

 

 

 הגדרות: 

 nP -  קבוצת כל החלוקות השונות שלn 

   nPnSP  -  קבוצת החלוקות שלn .בעלות חלקים אי זוגיים בלבד וללא חזרות 

דוגמא:            1,1,1,1,1,1,2,2,2,1,3,44 P ,   1,34 SP 

Psym(n) = { λ ├ n | λ = λ' } –  החלוקות שלn צמודות לעצמן.ש 

מוגדרת כמו בפרק הקודם:  hפונקצית 

   nPnPh :      1,...,1,...,,..., 1111  kkkkhh  

נשים לב שאם  nPsym  נוכל לכתוב אתλ  :בסימון פורביניוס כך kk aaaa ,...,|,..., 11 

ל  hוכאשר נשנה את תחום הפונקציה  nPsym בהתאם:  ישתנה גם הטווח   nSPnPh sym : 

 ונקבל:      12,...,12,...,,..., 111  kkk aaaaaahh .וזוהי פונקציה חח"ע ועל 

חח"ע ועל הרי ש:  hמכיוון שפונקצית    nSPnPsym . 

 : n = 4נחזור לדוגמא עבור 

   1,34 SP. 

           1,1,1,1,1,1,2,2,2,44\4 SPPבדיוק . נשים לב שהיא מכילה מספר זוגי של חלוקות ו

חצי מחלוקות אלו הן בעלות מס' מחזורים  l .זוגי 
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כל קובץ המועלה לאתר נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה 

ה: שימוש מסחרי, פרסום באתר אחר בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל ז

)למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או 

 .חלק ממנו

: העוצמה של הקבוצה  6.1טענה    nSPnP  תהיה תמיד זוגית. \

חח"ע הראינו כי    h: בעזרת פונקצית הוכחה   nSPnPsym  :לכן נוכל לומר כי מתקיים גם .

       nSPnPnPnP sym \\  .  

 -אך הקבוצה    nPnP sym\ בנויה על זוגות של חלוקות{ λ , λ' }  כי אחרת היה מתקיים( ,λ= λ'  

ומכאן  ולא היה שיך לקבוצה(.   nPnP sym\ זוגי ולכן גם   nSPnP  זוגי. \
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כל קובץ המועלה לאתר נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה 

ה: שימוש מסחרי, פרסום באתר אחר בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל ז

)למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או 

 .חלק ממנו

חבורת הקומוטטורים - 5פרק   

11הוא איבר מהצורה  nS:  קומטטור בחבורה הגדרה   .nS היא החבורה הנוצרת ע"י כל  '

הקומוטטורים ב 
nS. 

sgn :תכונה של פונקצית    1sgnsgn   התכונה מתקיימת מכיוון שלשתי תמורות הפכיות יש .

 שלהם זהה. sgnה 1.8ם ולכן לפי טענה מחזורי מבנהאותו 

מתכונה זו נקבל שכל הקומטטורים ב 
nS הם איברים זוגיים כלומר נמצאים בחבורה 

nA. 

nSכלומר, אם  nnאזי:  nSהיא חבורת הקומטטורים של  ' AS '. 

nnנרצה להראות גם כי  AS '.)ומכאן נקבל את זהות הקבוצות( . 

11נוכיח כי כל תמורה זוגית היא מכפלה של איברים מהצורה   .כלומר קומוטטורים , 

 . ( 2i+1 , .… , 2 , 1 )נסתכל על מחזור באורך אי זוגי )ולכן מייצג תמורה זוגית( : 

 תוב מחזור זה כמכפלה של שני המחזורים הבאים: ניתן לכ

( 1 , 2 , …. , 2i+1 ) = ( 1 , 2 , …. , i+1 ) ( i+1 , i+2 , …. , 2i+1 )   מכפלה של שני מחזורים באותו אורך(

i+1) 

 1= ( i+1 , i , …. , 2 , 1 ). מכאן נקבל כי = ( i+1 , .… , 2 , 1 ) -נסמן את המחזור 

( i+1 , i+2 , …. , 2i+1 )  11   כאשר













...

...

12..21

1..1

iii

ii
 

11מכאן נובע ש       = ( 1 , 2 , …. , 2i+1 ) 

 זהו המקרה של מחזור כללי באורך אי זוגי.

jiכמו כן לכל  : 

 ( 1 , 2 , …. , 2i ) ( 2i+1 , …. , 2i+2j )  = ( 1 , 2 , …. , 2i , 2i+1 ) ( 2i , 2i+1 , …. , 2i+2j )   

  ( 8 , 7 , 6 , 5 , 4 ) ( 5 , 4 , 3 , 2 , 1 ) = ( 8 , 7 , 6 , 5 ) ( 4 , 3 , 2 , 1 )למשל: 

 זוגי = זוגי +אי זוגי = זוגי  +כלומר,  אי זוגי 

עתקות הבאות בצד ימין: ניתן לראות שהזהות נכונה כי מתבצעות הה

1222

1222212

221







iji

jiii

i

 

nnלכן  nS כי כל תמורה זוגית היא קומטטור בבזאת הראינו  AS ' 
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כל קובץ המועלה לאתר נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה 

ה: שימוש מסחרי, פרסום באתר אחר בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל ז

)למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או 

 .חלק ממנו

ל שחבורת הקומטטורים שמכאן נגיע למסקנה 
nS היא

nA– .חבורת התמורות הזוגיות  

של מחלקות הצמידות  -  6פרק 
nSו- 

nA 

 צמידותכעת נתייחס למחלקות ה
nSC  . 

אם  C  וכן  1sgn   אזי כל התמורות במחלקה זו יהיו עם אותו סימן, כלומר זוגיות, ולכן

nAC   אם לא, כלומר .  1sgn  אזי ,nn ASC \. 

סימונים:   -  חלוקה לפי אורך המחזורים של התמורה. 

 C -  מספר המחזורים השונים בתמורה (2.7. )ראה טענה 

 l -  בחלוקה.מספר הקורדינטות השונות מאפס , 

 -מתקיים כי     lC . 

 2.7כמו כן לפי טענה      


ln
 1sgn  לכן כאשר . ln   הוא זוגי אזיnAC  

וכאשר  ln   הוא אי זוגי אזיnn ASC \. 

 -יחס לב( מתפרקת למחלקות צמידות nS -)ביחס לC צמידותת הומתי מחלקנרצה לבדוק איך 

nA. 

 :  n = 4נחזור שוב לדוגמא עבור 

זוגי  nעבור  ln  -  יהיה זוגי כאשר l .לכן   זוגי      41,1,1,12,21,3 ,, ACCC  וכן ,

    441,1,24 \, ASCC  

 : 4Aנסתכל על רשימת האיברים ב 

        
       
        


























432,341,421,231

,342,431,241,321

,3241,4231,4321

,1

4A 

 נשים לב כי האיברים בשורה השנייה הם הפכיים של עצמם.

 ל איבר בשורה הרביעית הוא הופכי לאיבר שמעליו בשורה השלישית.כמו כן כ

 :4Aת למחלקות צמידות של ומתפרק 4Sכיצד מחלקות הצמידות של נבדוק 

1.     141
C איבר היחידה צמוד לעצמו ע"י כל איבר( .II 1) 
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 .חלק ממנו

2.            3,24,1,4,23,1,4,32,12,2 C  

 : מכיוון שניתן לראות כי

 
       
       4,23,13,2,14,32,12,3,1

3,24,12,3,14,32,13,2,1




 

כלומר  2,2C  4היא גם מחלקת צמידות שלA. 

4S: -ב צמידותמחלקת הנסתכל על  1,3C  
  

                  3,4,2,4,3,2,3,4,1,4,3,1,2,4,1,4,2,1,2,3,1,3,2,11,3 C 

לשתי מחלקות צמידות ב זו  ותצמידניתן לפצל מחלקת 
4A  ע"י הצמדה באיברים ממחלקה 2,2C: 

       
       
       3,4,23,24,13,2,13,24,1

4,3,14,23,13,2,14,23,1

2,4,14,32,13,2,14,32,1







           

       
       
       4,3,23,24,12,3,13,24,1

3,4,14,23,12,3,14,23,1

4,2,14,32,12,3,14,32,1







      

  :6.1 טענה

4A ,לכל    231321 1  . 

כך ש:  4A: נניח שישנה הוכחה          231321321 1  . 

לכן   4433   SA אבל .    231,321,13 A  וכולם מתחלפים עם

 321  :ראינו קודם(, לכן(       231321321321 11    ,

 סתירה.

 נסמן:

1.  
 

          3,4,2,4,3,1,2,4,1,3,2,1
1,3
C 

2. 
 

          4,3,2,3,4,1,4,2,1,2,3,1
1,3
C 

כך ש:    
 

 
   1,31,31,3 CCC. 

קיבלנו שמחלקת הצמידות  1,3C  4שלS  מתפרקת לשתי מחלקות צמידות של
4A ,

   
 

 
   1,31,31,3 CCC

 
. יתר על כן  3,2,1  נמצאת שייכת ל-  

 
1,3C ,   2,3,13,2,1

1



 

 -שייכת ל  
 

1,3C בפרט . 3,2,1  ב אינה צמודה
4A  ל  1

3,2,1


 

מחלקות צמידות ב  4ובסה"כ קיבלנו 
4A : 41

C , 2,2C , 
 

1,3C , 
 

1,3C 

 :26. משפט
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 .חלק ממנו

יהי  k ,...,, 21  חלוקה שלn  עם ln  .זוגי 

 מספריםהאם כל  .1
i אזי  ושונים יםאי זוגי םהC מתפצל לשתי מחלקות צמידות ב-  

nA 

בגודל שווה: 
      CCC  :כך ש    1,\     CCAS nn

. ולכן גם:
 

   

2





C
CC  

. 

  -הוא מחלקת צמידות יחידה ב C, אחרת .2
nA . 

 על מנת להוכיח את המשפט נעזר בשתי למות.

 : 36. למה

GKHחבורה סופית עם שתי תתי חבורות  Gתהי  ,  אזי- 
K

G

KH

H



. 

KHנראה כי הקוסטים של  :הוכחה ב-H מוכלים בקוסטים שלK  ב-G. 

ו יהי   KHhKHh r  ,...,1
KhKhונוכיח כי גם   r,...,1

 שונים. 

KhKh -ם אבל א ji   אז
ijij khh  כך ש- KHkij   ולכן   KHhKHh ji  

 סתירה.

 : 6.4משפט עזר 

 נורמלית.A -, אזי 2מאינדקס SAחבורה סופית עם תת חבורה  Sתהי 

, sA -ו  Aלשתי מחלקות שונות: Sולכן מחלקת את  2תת חבורה מאינדקס SA הוכחה: 

ASsכאשר  \ ולכןASsA \ אבל מחלקה ימנית .Asלא יכולה להיות שווה ל- A ולכן

AssA .כלומר נורמלית ,  

 :5.6למה 

ויהי  Ax. יהי ולכן נורמלית 2מאינדקס SAחבורה סופית עם תת חבורה  Sתהי 

 xCS מחלקת הצמידות שלx ב- S לכן .  AxCS  יהי . xCA - מחלקת הצמידות ב- A. 

: אפשרויותמכאן יכולות להיות שתי    xCxC AS  או , xCSמחלקות צמידות  כמהמתפצלת ל

יהי  .A -ב xZ S -  המרכז שלx ב- S. 

1.  xCS אם ורק אם  תמתפצל   xZxZ AS . 

במקרה של פיצול,  .2       1 gxCgxCxC AAS
ASg, לכל  \. 

 ה:הוכח
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 .חלק ממנו

: 6.3למה נציב ב .1 xZH S SG , AK  מתקיים:  ה. לפי הגדר ,

    AxZxZ SA ומכיוון ש .- A  2נקבל  2תת חבורה מאינדקס
A

S
. ומכאן לפי 

נקבל  6.3למה 
 

 
2: 

A

S

xZ

xZ
P

A

S
 1יכול להיות   Pהוא טבעי לכן  P. כמובן שהמספר 

 .2או 

1 = P:   נקבל כי
 

 
1: 

xZ

xZ
P

A

S
ולכן    xZxZ SA 53. . כעת נשתמש במשפט 

 
     

 xC
xZ

S

xZ

A

xZ

A
xC S

SSA

A 
2

1

2

1
 . 

 -כלומר קיבלנו את המקרה ש xCSמתפצל לשתי מחלקות צמידות ב-A. 

P = 2 כי :  כעת נקבל   xZxZ SA 2 53.. שוב נשתמש במשפט 

 
     

 xC
xZ

S

xZ

A

xZ

A
xC S

SSA

A 
2

 . 

לכן    xCxC AS וקיבלנו את המקרה ש-  xCS .אינו מתפצל 

ACתהי  .2  ב צמידותמחלקת-A   ויהיASy \ . 1אם yCyC  אזC  צמידות מחלקת

yAASכך:  Sניתן לכתוב את  , כיSגם של  . 

ראינו כי ו P = 1 ,1מדובר בסעיף זה על מקרה של פיצול לכן לפי הוכחת סעיף 

   xCxC AS  כלומר , xCA  אינה מחלקת שקילות גם שלS לכן . xCA  ו- 

   1yxCy A אלו שתי מחלקות צמידות שונות וזרות. 

קיבלנו כי   P = 1 עבור   1מכיוון שלפי סעיף    xCxC SA 2הרי ש- 

       1 yxCyxCxC AAS
. 

nnציב אם נ AASS   נקבל את המסקנה הבאה: 6.5בלמה ,

 :6.6מסקנה 

עם  nAתהי  
nSZ - המרכז ב-nS ,המתאימהחלוקה וה   .

  nSCC  אם ורק אם  תמתפצל 
nSZ  אינו מכיל אף איבר אי זוגי. )כלומר

   
nn AS ZZ  במקרה זה,  .6.5בלמה  1( לפי סעיף

      CCC  :כך ש

    1,\     CCAS nn
. ולכן גם:

 
   

2





C
CC  

. 
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 .חלק ממנו

 שרצינו להוכיח. 6.2כמעט למשפט מסקנה זו זהה למעשה 

 הטענה הבאה: קיימת גםכי בתנאים אלו מתנותר לנו להוכיח 

 :7.6טענה 

 
nSZ מספריםאינו מכיל אף איבר אי זוגי, אם ורק אם כל ה 

i.כלומר כאשר  שונים ואי זוגיים

 
nSC .מתפצלת 

במסקנה הקודמת הראנו כי  :הוכחה  nSCC   מתפצל אם ורק אם 
nSZ  אינו מכיל אף

איבר אי זוגי. כלומר    
nn AS ZZ   .אם  אך 

nSZ  איבר אי זוגי אזי אנו במקרה ש מכיל- 

   
nn AS ZZ 2. 

 נוכיח כעת את שני הכיוונים של הטענה

 שנניח  .א 
nSZ מספריםכל השי ונראה אינו מכיל אף איבר אי זוג 

i .זה  שונים ואי זוגיים

כך ש  iשקול להוכיח שאם קיים 
i 

זוגי או 
1 ii  אי זוגי, אזי 

nSZ   מכיל איבר אי

 זוגי. 

 iנזכיר כי
 .ם השונים היוצרים את התמורה אילו האורכים של המחזורי

כמכפלה זוגי.  לכן נוכל לכתוב את i כלשהו שמספרנניח  כך ש  הוא מחזור

באורך זוגי לכן מייצג -הוא מכפלה של שאר המחזורים. נשים לב שזוגי וiבאורך 

אזי אין משמעות לסדר הכתיבה של המחזורים,  זרים תמורה אי זוגית. מכיוון שאלו מחזורים

לכן   וגם   ולכן 
nSZ כלומר , 

nSZ  .מכיל איבר אי זוגי 

1 -שכעת נניח  ii  אי זוגי. נסמן מספרri  לכן נוכל לכתוב את כמכפלה של

מחזורים   rr bbaa ,...,,..., 11  כאשר היא מכפלת שאר המחזורים ב-  לכן ,

  מתחלף עם   rr bbaa ,...,,,..., . נגדיר את 11   rr baba ,, 11   לכן לפי

נוכל לכתוב  3.2משפט   1  ומכאן ש 
nSZ . הוא אי

 .פוזיציות אי זוגי אזי התמורה אי זוגית(רנסהוא אי זוגי )מספר הט r -זוגי כיוון ש

 

שונים ואי זוגיים ונוכיח כי i מספריםנניח כי כל ה .ב 
nSZ  אינו מכיל אף איבר אי זוגי. תהי

kcc  1 כאשר kcc . לפי icמחזור ההאורך של  - iכך ש מחזורים זרים  1,...,

 3.7 שונים כלומר המחזורים באורכים שונים לכן לפי משפטiהנחות המשפט 

 
nSZ נוצר ע"יkcc 1  שהם פרמוטציות זוגיות ולכן כל האיברים ב 

nSZ הם

 ∎ ם.זוגיי

  במלואו. 6.2למעשה משלימים לנו את משפט  6.7ומשפט  6.6מסקנה 

 ∎ .6.2הוכחת משפט סוף 

 



30 
 

_____________________________________ 

כל קובץ המועלה לאתר נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה 

ה: שימוש מסחרי, פרסום באתר אחר בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל ז

)למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או 

 .חלק ממנו



31 
 

_____________________________________ 

כל קובץ המועלה לאתר נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה 

ה: שימוש מסחרי, פרסום באתר אחר בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל ז

)למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או 

 .חלק ממנו

 . (ambivalent)ת ואמביוולנטי ותחבור -7פרק 

 : חבורה בה כל איבר צמוד להופכי שלו נקראת חבורה אמביוולנטית.הגדרה

nS -  :הם  יש להם את אותו מבנה מחזורישכל שני איברים שראינו היא חבורה אמביוולנטית. הסבר

 -. ואיבר וההופכי שלו הם בעלי אותו מבנה מחזורים ולכן צמודים בצמודים
nS. 

0A - .היא הקבוצה הריקה ולכן אמביוולנטית 

11 A - י אמביוולנטית.מכילה את איבר היחידה בלבד ולכן וודא 

12 A- .מכילה את איבר היחידה בלבד ולכן וודאי אמביוולנטית 

3A –    .היא חבורה אבלית ולכן הצמדה למעשה אינה עושה שום דבר   11. 

 ה אמביוולנטית.שאינלכן כל איבר צמוד לעצמו ולא יכול להיות צמוד להופכי שלו. מכאן 

 אמביוולנטית ?n nAננסה לענות על השאלה עבור איזה ערך של 

בהינתן מחזור  12,...,2,1 m 12באורך m אי זוגי, נייצר ממנו את המכפלה שלm   טרנספוזיציות

     2,112,42,312,2  mmmmm. 

חזור דוגמא: למ 7,...,2,1  נייצר את   5,46,37,2. 

 :7.1טענה 

בהינתן מחזור  riii ,...,, 21  באורךr  אי זוגי, נייצר ממנו מכפלה של טרנספוזיציות

    132 ,, rr iiii . כיוון ש  1רות אזי זמכפלה של טרנספוזיציות  .) 

11מתקיים:     

 הוכחה: 

   2311

1

21

1 ;,...,,,,...,, iiiiiiii rrr 

 לכן אנו צריכים ש ,-   תבצע את ההעתקות

:,,...,הבאות:  13211  rr iiiiii ואלו למעשה בדיוק הטרנספוזיציות שמרכיבות את ..  

 

 רחיב את הטענה עבור תמורה המורכבת ממספר מחזורים באורך אי זוגי: נ

תהי    sr jjjiii ,...,,,...,, 2121  מכפלה של מחזורים באורך אי זוגי. ניצור את

         132132 ,,,, ssrr jjjjiiii 11, אזי   . 

   נקרא המצמיד הסטנדרטי של. 
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 ות:הער

כאשר  .1 12,...,2,1  m  אז  הוא מכפלה שלm .טרנספוזיציות 

  הוא אי זוגי אם ורק אםm   (,  2.2הוא אי זוגי ) ראו משפט

רכלומ 4mod33412  km. 

כעת    sr jjjiii ,...,,,...,, 2121  יםאי זוגי כיםמכפלה של מחזורים זרים באור 

 היא תמורה זוגית אם ורק אם מספר המחזורים בתמורה  . אזי סטנדרטי עם מצמיד 

 ( , הוא זוגי.4)מודלו  3 -שאורכם שקול ל

 -י עבור כל איבר במחלקה שמתפצלת, אזי הוא זוגאם  .2
nA.אמביוולנטית 

. כאשר nAעבור  6.2ניישם את משפט  14,10,6,5,2,1,0n  אזי מחלקות הצמידות שמתפצלות

 מתאימות לחלוקות:

 (5)├ 5 , (5,1)├ 6 , (7,3)├ 10 , (9,1)├ 10 , (13,1)├ 14 , (11,3)├ 14 , (9,5)├ 14   

 בכל החלוקות הגורמים אי זוגיים ושונים. 

( כפי שניתן לראות  2או  0( הוא זוגי  ) 4)מודלו  3 -כמו כן מספר הגורמים בחלוקה ששקולים ל

 בטבלה הבאה:

(9,5) (11,3) (13,1) (9,1) (7,3) (5,1) (5) λ - החלוקה 

0 2 0 0 2 0 0   4mod3# i 

 

 - אמביוולנטיות אות הןבהסיק כי החבורות מכאן נ  14,10,6,5,2,1,0| nAn 

 נוכיח שאלו החבורות האמביוולנטיות היחידות. 7.3במשפט 

, אם nA כל נשים לב כי עבור 
nSC  איננה מתפצלת אזיnA הראינו בלמה אמביוולנטית .

ר שכאש 6.5 
nSC  מתפצלת אזי   

nn AS ZZ .  לכן נותר לבדוק את המחלקות

 המתפצלות.

 :2.7למה 

עם המצמיד הסטנדרטי  nAיהי   . 
nSC  מתפצלת. אם הוא אי זוגי אז מחלקת

דות הצמי 
nSC   איננה אמביוולנטית ולכן גםnA.אינה אמביוולנטית 

 :הוכחה

11 -כך ש  nAאמביוולנטית, כלומר, קיים  nAנניח בשלילה כי      מכיוון שמתקיים .

11     נקבל    1111111    ולכן 
nSZ1

 .
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nnאבל  AS \1   מכיוון ש(- nA  אך לכן ,)הוא אי זוגי 
nAZ1

וקיבלנו כי  

   
nn AS ZZ   בסתירה לכך ש 

nSC (6.7)ראה טענה פצלת מת  

 

 הוכחנו משפט:

, נניח שקיימת חלוקה  nנתון  k ,...,, 21  :המקיימת 

 מספריםכל ה .1
i זה מזה. הם אי זוגיים ושונים 

 -מספר ה .2
i המקיים 4mod3i .הוא אי זוגי 

 אינה אמביוולנטית.nA אזי

 :3.7משפט 

יהי  14,10,6,5,2,1,0T עבור כל .Tn ,nA  .אינה אמביוולנטית 

שאמביוולנטיות הן  היחידותכלומר החבורות הזוגיות   14,10,6,5,2,1,0| nAn. 

 :הוכחה

עם גורמים אי זוגיים זרים, אך מספר הגורמים  α├ nאזי קיימת חלוקה  Tnנראה שכאשר 

 -כך ש  iבחלוקה  4mod3i אי זוגי, הוא . 

כאחת מהאפשרויות הבאות:   4לפי מודלו  nנבטא את 

3+4k =n  , 2+4k =n  , 1+4k =n  ,4k  =n . 

4k =n  : 

Tnנקבל כי  0kעבור   0 . 

. ניקח את החלוקה הבאה: 1kלכן נבדוק עבור  1,14  k1,14 . אכן k  שונים ואי זוגיים

 אך 4mod314 k ,  4mod314מודלו  3 -פר אי זוגי של גורמים ששקולים ל. כלומר מס. 

1+4k =n : 

Tnנקבל כי  0kעבור  1 1. עבורk  נקבל כיTn  5. 

. ניקח את החלוקה הבאה: 2kלכן נבדוק עבור 1,3,34  k. 1,3,34 אכן k  שונים ואי

רק אולם  זוגיים 4mod33  3 -אינם. כלומר מספר אי זוגי של גורמים ששקולים ל ושאר הגורמים 

 .4מודלו 

 2+4k =n : 
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Tnנקבל כי  0kעבור    Tnנקבל כי  1k. עבור 2  נקבל כי  2k. עבור 6

Tn 10 3. עבורk  נקבל כיTn 14 . 

. ניקח את החלוקה הבאה: 4kלכן נבדוק עבור  1,3,5,314  k .ם כל הגורמים אמנ

רק שונים ואי זוגיים אך  4mod33   ושאר הגורמים אינם. כלומר מספר אי זוגי של גורמים

 .4מודלו  3 -ששקולים ל

3+4k =n  : 

. ניקח את החלוקה הבאה:0kעבור 34  kכלומר 4מודלו  3 -. גורם אחד בלבד שקול ל .

 .4מודלו  3 -מספר אי זוגי של גורמים ששקולים ל
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