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 כביםהמספרים המרו שדה שדות של-אלו מבין הקבוצות הבאות הן תת א.  .1

 המספרים המרוכבים שדהשל  חוגים-אלו מבין הקבוצות הבאות הן תת ב. 
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האם הקבוצה  בידקו . 2 Qbaba ,),(  או חוג ביחס לפעולות: ו/היא שדה  

(a,b) + (c,d) = (a+c,b+d) 

(a,b) (c,d) = (ac,bd) 

 

 

 הראו שיתכן רק שדה אחד כזה.אברים.  4בנו לוח חיבור וכפל עבור שדה בן  .3
 אין צורך לבדוק שמה שנתקבל הוא שדה! 

 

 

 חבורות של החבורות הנתונות?-ן הקבוצות הבאות הן תתאלו מבי .4
 

 א. Znn 3 ב- Z.כחבורה חיבורות 

הם שני אברים בלבד בינילכל היותר אברים המחליפות  4התמורות על כל ת קבוצ ב.
 (.S4) אברים  4ורות על כל התמחבורת וזיציות(, ב)קבוצת הטרנספ

האברים  3או  0 את מקומם שלאברים המחליפות  3התמורות על כל ת קבוצ ג.
 (.S3אברים. ) 3חבורת כל התמורות על ב, ביניהם

 ד.  Znn 2 חבורה הכפלית בQ*. 

 
  

 
Rמרחבים של -צות הבאות הן תתוין הקבאלו מב .5

3? 
 

 א.  Raaaa )3,2,( 

 ב.  Rbaba ,)1,,( 

 ג. 0,,,),,(  cbaRcbacba 

 ד. 5,,,),,(  cbaRcbacba 

 ה. Rbababa  ,)5,,( 

 

כל קובץ המועלה למרכז משאבים וירטואלי בהוראת המדעים והמתמטיקה נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, 
פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל זה: שימוש מסחרי, 
פרסום באתר אחר )למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או חלק ממנו. 



4 

 

 

Algebra: From Equations to Structures 
Josephine Shamash 

Spring 2010 

 
 תרגיל 2

 
אך אינה אידיאל  2 על 2חוג של שוג המטריצות מסדר -הראו שהקבוצה הבאה היא תת  .1

 שמאלי או אידיאל ימני.
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 מסויים  n עבור nZהוא מהצורה  Zהראו שכל אידיאל בחוג המספרים השלמים  א. .2
 .Z -ב

  

 הוא מהצורה R[x]ם מעל הממשיים  הראו שכל אידיאל בחוג הפולינומי ב. 
  f(x)R[x] עבור f(x) מסויים ב- R[x]. 

 
 

 הראו שסכום של אידיאלים בחוג הוא אידיאל. א. .3
 הראו שאידיאל הוא כל החוג אם ורק אם הוא מכיל את אבר היחידה. ב. 

 
 
][)3)(2(][הראו שבחוג המנה   א. .4 xRxxxR   יש שני אברים שונים מאפס 

  שמכפלתם שווה לאפס.

הראו שחוג המנה  ב. 
Z

Z
5

 הוא שדה.  

 
החבורה החיבורית של החוג, ואלו הומומורפיזמים של הן ות הבאות פונקציין האלו מב .5

 מהו הגרעין  –שכן במקרה  ?חוגיםמביניהם הומומורפיזמים של 
 והתמונה של ההמומורפיזם?
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 יים.הם איזומורפ ]3[Q],2[Qקבעו האם החוגים   .1

 

 

 :אזR -הוא אידיאל ב I-הוא חוג קומוטטיבי ו R הוכיחו שאם . 2
I   הוא מכסימלי אם ורק אםR/I .הוא שדה 

 

 

 הוכיחו שמתקיים: .3   Z5ZZ3Z
Z15

Z . 

 

 מתקיים: לאהוכיחו ש .4   Z6Z0Z1Z
0Z6

Z . 

 
 
 שונים מאפס תמיד שונה מאפס. , תוצאת המכפלה של שני אבריםו כי בשדההוכיח .5
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 המקיים: xמיצאו מספר טבעי  .1
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 המקיים: xהראו שלא ניתן למצוא מספר טבעי  .2

 א. 

)7(mod4

)15(mod0

)6(mod2
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x

x

 ב.  

)10(mod3

)15(mod1

)6(mod1
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x
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 המקיים: xהאם ניתן למצוא מספר טבעי  .3

 א. 

)25(mod7

)15(mod2

)9(mod5
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 ב. 
)12(mod2
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x
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 :המקיימים xהמספרים הטבעיים  כלמיצאו את  .4
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 הגדרה:

 Ha = aHקיים:  G-ב a אם לכל אבר נורמליתנקראת  Gחבורה של  Hחבורה -תת
 
 
 אז היא נורמלית.מחלקות שונות,  2כלומר, בעל , 2חבורה מאינדקס -תת Hהראו שאם   .1

 

 .Sn חבורה נורמלית של-היא תת An,  1-טבעי גדול מ nהראו שלכל  .2
 
 

 של מחזורים זרים. תכמכפלוA4 רשמו את כל האברים של החבורה  א. . 3
 ידקו אלו מהן הן נורמליות. ובA4  חבורות של-מיינו את כל התת ב.

 
 
 S4חבורה של -רשמו את כל הסימטריות של ריבוע כתמורות על קדקדיו. מתקבלת תת .4

 ?S4 -האם היא נורמלית ב שנקראת החבורה הדיהדרית.
 

  

תהי  .5




















 0,,, 2 bcadZdcba

dc
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 הראו שזוהי חבורה. א. 
 כמה אברים יש בחבורה? ב. 
 האם היא אבלית? ג. 
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 הגדרה:

axxb בחבורה כך ש: xאם קיים אבר  צמודיםנקראים  Gבחבורה  b-ו aשני אברים  1. 
 שלו. מחלקת הצמידותקבוצת האברים צמודים לאבר קובע נקראת 

 
 
הראו שמחלקות צמידות הן זרות או שוות, ושהן מחלקות את כל אברי החבורה לקבוצות  .1

 יקות.זרות לא ר
 
 עצמו.  עלמהמבנה  חח"עשל מבנה אלגברי הוא הומומופיזם  אוטומורפיזם .2

axxa: חבורה לעצמהאז ההעתקה מה אבר בחבורה  xהראו שאם  א. 1  הוא
  .של חבורות אוטומורפיזם

Hxxחבורה, -תת Hהוכיחו שאם  ב. 1 חבורה, וקיים-היא גם תתHHxx 1. 
 
 ידי הצמדה באבר:-עלS -הן צמודות ב (35)(261) ,-ו(57)(134) הראו שהתמורות  .3

(237)(46). 
   באופן כללי זהו מקרה פרטי של הטענה הבאה:

  של מחזורים זריםיש להם אותו מבנה כמכפלה  אם ורק אםשתי תמורות הן צמודות  
 
 ורשמו את אבריהן. S4מיצאו את כל מחלקות הצמידות של  .4

 בשאלה הקודמת!(בטענה  היעזרו)
 
 אינן פשוטות.SL(2,F3)  -וSL(2,F2) הראו שהחבורות  .5

(F2 ו- F3 2הן השדות בני ).ושלושה אברים בהתאמה 
 
 בורה של חבורה ציקלית היא ציקלית.ח-תתכל הראו ש .6
 

 . G  :1nx-ב xאז לכל  nחבורה מסדר  G  וכיחו שאםה א. .7
 .nמחלק את   xהסיקו מכך שהסדר של  ב. 
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 .33ר שלא קיימת חבורה פשוטה מסד השתמשו במשפטי סילו כדי להוכיח .1
 
 
 
 הוא מספר ראשוני. pנניח כי  .2

 היא אבלית. 2pהוכיחו שכל חבורה מסדר  א.

2pאז  2pחברוה מסדר   Gהוכיחו שאם  ב.
CG   אוpp CCG . 

 
 
 
 שדה אינה אפס, אז היא מספר ראשוני.הוכיחו שאם הקרקטריסטיקה של  .3

 

הקטן ביותר המקיים שאבר  n: הקרקרטיסטיקה של שדה הוא המספר הטבעי תזכורת
פעמיים שווה לאפס, אם קיים מספר טבעי כזה. במקרה שלא  nהיחידה מחובר לעצמו 

 .3שהקרקטירסטיקה היא  מרקיים, נא
 

 

 

 .Fהוא מרחב וקטורי מעל  Kאז  Kשדה של שדה -תתF שאם  הראו . 4
 
 
 
 של פולינום מעל  השדה. שאם הוא שור F מעל שדה  אלגברינקרא  a אבר .5

הוא הפולינום המתוקן )בעל מקדם  F שדה המעל  aשל אבר אלגברי  הפולינום המינימלי
 ( בעל מעלה מינימלית מעל השדה שהוא מאפס. 1עליון 

 
 .Fהוא פולינום מינימלי שלו מעל  p(x (, וכי F  אלגברי מעל שדה aנניח כי  

  

 פריק.-הוא אי p(x (כי הוכיחו  .א

)()(הוא שורש שלו, אז  a -כך ש F פולינום מעל  f(x)שאם הוכיחו  .ב xfxp מעל

F. 
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LKFאם  .1  שדות ממימד סופי מעלF הוכיחו שמתקיים: יםוקטורי יםכמרחב 

FKKLFL ::: . 

nהוכיחו שאם : הדרכה ,1בסיס ל-K מעל F ו ,-k ,1 בסיס ל-L מעל K אז  













kj

ni
ji

1

1
 

 .F מעלL -הוא בסיס ל -
 
 
 

 המספרים הרציונליים, חשבו את: שדה Qעבור  .2
 

המימד של   א.  3 2Q  מעלQ. 

המימד של   ב.  i,2Q מעל  4 4 2Q. 

המימד של  ג.  i,2Q מעל  4 iQ. 
 

5263הראו שהמספר הממשי  .3 




 ידי מציאת פולינום מעל שדה -הוא אלגברי על

 המספרים הרציונליים המאפס אותו. 
 
 
 מיצאו את הפולינום המינימלי של האברים הבאים מעל שדה המספרים הרציונליים: .4

  

,32,,,, 6

2

5

2

3

2



iii

eeei



 
  

 במשפט הבא: אפשר להיעזר
 f(x) = g(x)h(x)מתוקן עם מקדמים שלמים, וקיים הפירוק לגורמים   f(x)אם פולינום  

 הינם גם בעלי מקדמים שלמים.  h(x) -ו  g(x)מעל הרציונליים, אז הפולינומים 
 
 
 

 
 
 
 

 

כל קובץ המועלה למרכז משאבים וירטואלי בהוראת המדעים והמתמטיקה נועד אך ורק לשימושם האישי של מורים למתמטיקה, 
פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל זה: שימוש מסחרי, 
פרסום באתר אחר )למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או חלק ממנו. 
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עובדה סתמך ללא הוכחה על ההאפשר ל. 5nאינה פתירה עבורnSהוכיחו שהחבורה  .1

 .5nפשוטה עבור  nAשהחבורה 

 
 
של הפולינומים הבאים )כלומר, מיצאו אותן עד כדי  Galoisאת חבורות  מיצאו .2

 איזומורפיזם( עבור הפולינומים הבאים:

44 א.  x .מעל שדה הרציונליים 

44 ב.  x  מעלQ(i). 

1234 .ג   xxxx .מעל שדה הרציונליים 

1234 .ד שאלת בונוס:   xxxx  מעלQ(i). 

תחילה הוכיחו ששדה הפיצול במקרה זה הוא השדה  :רמז  201Q וחשבו את מימדו ,

 .Qמעל 
 
 
 
 פריקים מעל השדות הנתונים:-ורמים איפרקו את הפולינומים הבאים לג .3

 פריקים(-)יש לנמק מדוע הגורמים אכן אי

94 א. x  מעל 3Q 

94 ב. x  מעל 3Q 

94 ג. x  מעל 3iQ  

124 ד.  xx  מעל 3iQ 
 

 
 .אוטומומוריזמים של השדות הנתוניםל ניתן להרחיב ההעתקות הבאות מ לובידקו א .4

 :ל האברים  היוצרים את שדה ההרחבהות שבכל מקרה נתונות רק התמונ
 

ההעקתה  א.    של השדה Q 
 .(3הוא שורש יחידה פרימיטיבי מסדר  )כאשר  

 
של השדה  1xxההעקתה  ב.  xQ (x  אבר טרסנצנדנטי מעלQ). 

 

33עקתה הה ג.    של השדה 3Q 
 

ההעקתה  .ד










33

33




של השדה   3,3 Q 

 

ההעקתה  .ה










33

33




של השדה   3,3 Q 
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פיזיקה, כימיה וביולוגיה ולהוראה בכיתותיהם. אין לעשות שימוש כלשהו בקובץ זה לכל מטרה אחרת, ובכלל זה: שימוש מסחרי, 
פרסום באתר אחר )למעט אתר בית הספר בו מלמד המורה(, העמדה לרשות הציבור או הפצה בדרך אחרת כלשהי של קובץ זה או חלק ממנו. 



12 

 

 

Algebra: From Equations to Structures 
Josephine Shamash 

Spring 2012 

 
 תרגיל 01

 

 

 

14הראו שהפולינום  .1 xשדה סופי. כלמעל  הוא פריק 
 

 זוגית.-וקרקטריסטיקה אי 2 קרקטריסטיקה : תבדילו בין המקרים שליםרמז 
 , אז למקרה שלא קיים  qה הוא זוגי, שימו לב שאם מספר האברים בשד-למקרה האי

18-ש q 18, אז 2 q   ויש להסתכל בשדה ההרחבה)( 2qGF. 

 
 
 
 יש לנמק מדוע הרשימה  .GF(2)מעל  4פריקים ממעלה -חשבו את כל הפולינומים האי .2

 פריקים.-היא מלאה ומדוע הפולינומים אכן אי
 
 

 

13שהוא שורש של הפולינום GF(8) -ב שקיים אבר  הראו א. .3  xxמעל 
  GF(2)לית של השדה.את החבורה הכפיוצר הראו שהוא , ו 

 בנו טבלת חיבור לשדה זה כשהאברים מסומנים: .ב 
65432 ,,,,,,1,0  

21-שווה ל  של איזו חזקה .ג ? 
 ? הוכיחו או הפריכו! GF(8)שדה של -הוא תת GF(4)האם  .ד

 
 
 
 
GFE)25(נסמן  .4 .  

32 המקייםE הראו שקיים אבר א. . 
 את החבורה  אינו יוצר, אך GF(5)מעל השדה  Eהוא בסיס עבור ,1-הראו ש ב.

 .*Eהכפלית 
 ..*Eהוא יוצר של החבורה הכפלית 1-הראו ש ג.

: חשבו את רמז    128
1,1  . 

 .GF(5)מעל 1מיצאו את הפולינום המינימלי של  ד.
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