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היחידה נועדה לשלב מספר נושאים שנלמדו ביחידות הקודמות. היא בנויה משתי פעילויות:

פעילות א': משחק: "מלחמת התבניות"

 פעילות ב': מדוע שירה תמיד מנצחת?

"מלחמת התבניות"  היא משימת חקר, אליה ניתן לגשת במגוון דרכים.

במהלך הפעילות הראשונה אנו מכוונים לעריכת מיני מחקר סטטיסטי, (בעזרת מנגנון ההגרלה של המחשב) שתוצאותיו, יסייעו להעלאת השערה: "מי מנצחת במלחמת התבניות." 

במהלך הפעילות השניה, חוקרים מדוע מנצחת לרוב התבנית של שירה.

החקירה נעשית דרך שני מסלולים: הגרפי האלגברי.

אנו ממליצים, לאחר   יחידה זו, לתת לתלמידים משימת חקר כפרוייקט. המשימה יכולה להיות שאלות 1-3 מ"עוד שאלות", או שאלות דומות.

הדרישה מן התלמידים תהיה ליישם את הנלמד ביחידה זו: להשתמש בחקירה במגוון דרכי פתרון: ניסוי סטטיסטי, היבט הגרפי והאלגברי. לכל פרוייקט יש לצרף קובץ Derive  , הסברים ונימוקים.
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בפעילות זו, לומדים להגריל מספרים אקראיים בעזרת המחשב, מציבים מספרים אלה בשתי תבניות נתונות, משחקים  ב"מלחמה", ומנסים לשער האם המשחק הוגן. כן מנסים להעריך באופן כמותי  את אחוזי ההצלחה של התבנית המנצחת.
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1. לשחק במשחק " מלחמת התבניות" ולהגיע להשערה שהמשחק איננו הוגן.
2. לנסות לחשב  אחוז הצלחה לתבנית של שירה: לראות שככל שמספר המשחקים עולה, מתקרב אחוז ההצלחה של שירה ל  73.17%.
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1
א
להגריל בעזרת התוכנה בבת אחת 10 מספרים בין -20 ל 20, להציב אותם בשתי התבניות, ולהחליט מי נצחה במשחק בן עשרת המהלכים. לרשום את תוצאת המשחק.


הפעלת מנגנון הגרלה:   Random (0)        הגרלת שלם בין -20 ל 20

 r:=-20+random(41)                                הגרלת 10 שלמים בין -20 ל20 בבת אחת:

להקליד: vector ( r , n , 1 , 10 )                לפשט :                           S(Simplify)
הצבת מספר בתבנית:

יש להאיר התבנית ו לבחור 

M(Manage)  (  S(Substitute) ו Enter.

להקליד את המספר להצבה  ו Enter. 


1
ב


לשחק משחק נוסף:

להגריל  10 מספרים נוספים, ולהציב אותם בבת אחת, בעזרת vector בכל אחת משתי התבניות.

להחליט מי נצחה, ולרשום את תוצאת המשחק.
הצבת 10 מספרים בבת אחת בתבנית:

הכלי vector  אינו נמצא בתפריט הראשי. 

יש להקליד בשורת העריכה:

vector (7x+3(1-x) ,x , [ מספרים 10 ]) 

 לאישור, להקיש Enter.

את רשימת עשרת המספרים שהוגרלו, יש להעתיק לתוך הסוגריים המרובעים עם F3 כשהרשימה מוארת.

פישוט Simplify)) שורת הוקטור תיתן את תוצאות ההצבה המתאימות.

באותו אופן, מציבים את עשרת המספרים שהוגרלו בתבנית השניה: ופישוט.
vector (2(x+6)-29 ,x , [ מספרים 10 ] )



1
ג


לשחק משחק נוסף, ולערוך על המסך טבלה המאחדת את תוצאות ההצבה בשתי התבניות. להחליט מי נצחה, ולרשום את תוצאת המשחק.
 איחוד רשימות לטבלה:

יש לרשום בסוגריים מרובעים את מספרי השורות שרוצים לאחד, באופן הבא:

[ # (מס' שורה) , # (מס' שורה) ]

ופישוט.

2

דיון: האם המשחק איננו הוגן? לאפיין באופן כמותי את אחוזי הניצחון  שירה.




3

לסכם תוצאות של עשרה משחקים, ולחשב שנית את אחוזי הניצחון של התבנית המנצחת. לראות האם השתנה אחוז הניצחון.
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שאלה 1 

 בשאלה זו משחקים שלוש פעמים במשחק. בכל סעיף מוגרלים 10 מספרים אחרים, וכן נוסף בכל סעיף, כלי תוכנה חדש לייעול החישובים.

לפנינו ניסוי סטטיסטי. ככל שישחקו יותר פעמים, יוכלו לתת השערה קרובה יותר להשערה האמיתית. מכאן החשיבות לשחק  מספר רב של פעמים.

א. בסעיף זה, מציבים כל אחד מעשרת המספרים שהוגרלו בכל אחת מן

 התבניות. יש למלא את הטבלה בחוברת, ועל פי הטבלה להחליט מי 

 התבנית המנצחת. 

 את תוצאות המשחק ניתן לרשום כיחס. לדוגמא,14:6  לטובת  
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 התבנית של שירה, או באחוזים: 70%, לפי החישוב:

כאשר מוצב -10 מתקבל "תיקו" .

ב. כאן מגרילים 10 מספרים נוספים, ומשחקים שנית, אך ביתר יעילות: בעזרת הכלי vector  מציבים בכל תבנית בבת אחת את עשרת המספרים.

ג. כאן מגרילים בפעם השלישית 10 מספרים, ומשחקים כמו בסעיף הקודם. את התוצאות  לומדים לארגן בטבלה על המסך, דבר המסייע לראות בקלות מי מן התבניות מנצחת במשחק בן 10 המהלכים.
שאלה 2

יש לפתח דיון בכיתה: לעודד תלמידים להתייחס לשאלה :

" האם המשחק הוגן". רצוי  לבקש מכל תלמיד לנמק בכתב את טענתו, ורק אחרי כן לדון במשותף.

להלן  תגובות של שתי תלמידות לשאלה:
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האם צודקת טענת הבנות שהמשחק איננו הוגן?

תלמידה זו הסתמכה על התבניות המפושטות:

שירה:4x  +  3                  
רויטל:2x  - 17                 
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תגובה נוספת:
כאן, מושפעת התגובה באופן מודגש מגורם האקראיות: המחשב מגריל מספרים באופן אקראי, והתבניות חוברו באופן אקראי, ולכן המשחק צריך להיות הוגן.

מצד שני, הניסוי האמפירי מראה, ששירה ברוב המיקרים מנצחת. אכן, בעיה!

קונפליקט שכזה, מעורר סקרנות, ומדרבן לחקר נוסף.

בשלב הבא, יכול המורה לאסוף מן התלמידים את תוצאות שלושת המשחקים, לסכם על הלוח, לוודא  שאכן ברוב המשחקים התבנית של שירה מנצחת. 

כן רצוי לתת איזשהו איפיון כמותי לסיכויים לניצחון ולכישלון: לחשב אחוז הצלחה ממוצע לכל המשחקים שנערכו בכיתה. מצופה, שאחוז ההצלחה של שירה יתקרב ל 70%.

שאלה 3

ניתן להסתפק בהשערה האיכותית: "המשחק מוטה לטובת התבנית של שירה", ובהערכה כמותית ראשונית, ולעבור לפעילות השניה, המנסה לחקור השערה זו בכלים אחרים.

בשאלה זו, המיועדת לתלמידים טובים, מנסים להתקרב  לסיכויי ההצלחה של שתי התבניות, בדרך אמפירית. משתמשים בחוק " המספרים הגדולים": ככל שיהיו יותר מהלכים במשחק, נגיע לאומדן טוב יותר של סיכויי הניצחון של כל אחת מן התבניות.

את הטבלה בחוברת ניתן למלא על פי התוצאות שקיבלו תלמידים.

יש לסכם את סך מספר הנקודות שהתקבלו בכל עשרת המחשבים, ומספר נקודות זה, מהווה את הסיכוי של כל תבנית לנצח באחוזים. (מכיוון שסיכמנו 10 משחקים בני 10 מהלכים). 

 מצופה, שבשלב זה, יתקרב אחוז ההצלחה של שירה ל   70%.
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דוגמה: סיכום  עשרה משחקים בני 10, 100 ו 1000 מהלכים:

[image: image10.png]19
rvy

a6.3a1ax



[image: image11.png]20




[image: image12.png]30
——-100 = 73.1707x
41




[image: image13.png]


[image: image14.png]10°





[image: image15.png]i

i2:

13:

4:

3

16:

x + 6)

©+6)

29+a=7x+30U-x

29+a=70+301-0

29 + 20

X+ 31 - x)



[image: image16.png]7’,«19{/;\{ By A & avy, B NORIE IS

AL e dOND e finl SNDE RO DLW 1D

o e Y ovany 6 ot den ot & (60 [
iy nede vl e




[image: image17.png]i

i2:

13:

4:

?7x + 3 - x)

2 5
o 3
z 11

2-(x +6) - 29

2 -21




לפי הטבלה הזו, ככל שגדל מספר המהלכים במשחק בודד, מתקרבים יותר ויותר לאחוז הניצחון המצופה. (שהוא 73.17% )

 השורה הראשונה, מייצגת עשרה משחקים בני 10 מהלכים, שזה שווה ערך למשחק בודד בן 100 מהלכים.

בפעילות הבאה, נחקור באמצעים אחרים את סיכויי הניצחון של כל אחת מן הבנות, ונגיע לתוצאה המדויקת.
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בפעילות זו, חוקרים בכלים גרפיים ואלגברים את בעיית "מלחמת התבניות".

יוצרים זוגות סדורים( x , y )  , בהם שיעור ה x  מבטא את המספר המוצב בתבנית, ושיעור ה y את תוצאת ההצבה. מסרטטים את כל הזוגות האפשריים על המסך, ועל פי הגרף, מסיקים לגבי סיכוייה של כל תבנית לנצח, ומקשרים זאת עם ההתנסות מפעילות א'.
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1. לחקור את "מלחמת התבניות" מן ההיבט הגרפי והאלגברי.
2. לקשר בין תוצאות הניסוי מהפעילות הקודמת לבין שתי דרכי 
      החקירה שהוזכרו. 
3. לשנות את המשחק " מלחמת התבניות" כך שיהיה הוגן.
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1

להשלים זוגות סדורים ששיעורם הראשון הוא המספר להצבה בתבנית, ושיעורם השני -תוצאת ההצבה.

להשלים שלושה זוגות סדורים לכל אחת משתי התבניות במשחק.

לסרטט את הנקודות על מערכת צירים על המסך.

להסיק, שתוצאת הצבה גדולה יותר מיוצגת על ידי נקודה "גבוהה" יותר.


פתיחת חלון גרפי:

יש להאיר את רשימת הנקודות ולהקיש:
P(Plot) ו Enter, Enter.

סרטוט נקודות:

לסרטוט יש להקיש שנית   P(Plot)    
הגדלת קנה המידה:           F3



2

לסרטט בעזרת  הכלי וקטור, את  אוסף כל הזוגות הסדורים, המתקבלים מהצבת השלמים בין -20 ל 20  בשתי התבניות.

יש להסיק, על פי גרף הנקודות, אילו מספרים נותנים ניצחון לשירה ואילו לרויטל.

יש לבדוק האם התשובות תואמות לתוצאות שהתקבלו במשחקים החוזרים של "מלחמת התבניות".
חישוב כל הזוגות הסדורים בתבנית :

יש להקליד בשורת העריכה:

vector ( [x , 7x+3(1-x)] ,x , -20 , 20 ) 

 פישוט Simplify)) שורת הוקטור תיתן את אוסף כל הזוגות הסדורים בתבנית שירה.

סרטוט נקודות:

לסרטוט יש להקיש שנית  (P(Plot
קביעת גבולות למערכת צירים מתאימה:

יש לבחור R(Range) מן התפריט הראשי, להלך בין השדות עם לחצן Tab,ולקבוע:

Left:-25  Right:25   Bottom:-90   Top:90

3

למצוא קבוצת אמת של שלוש תבניות פסוק שניבנו משתי תבניות המספר בהן עסקנו בפעילות.

דיון: 

להסביר את הקשר בין תבניות הפסוק, גרף הנקודות והמשחקים החוזרים של מלחמת התבניות.


4

להציע איך לתקן את משחק "מלחמת התבניות" כך שיהיה הוגן.
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שאלה 1

בשאלה זו, המטרה היא שתלמידים יקשרו בין תוצאת הצבה גדולה יותר ובין מיקום גבוה יותר של הנקודה  על מערכת הצירים. 
יוצרים זוגות סדורים, בהם השיעור הראשון מייצג את המספר המוצב בתבנית, והשיעור השני, את תוצאת ההצבה.
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ניתנים שלושה ערכים אשר  תוצאת הצבתם בתבנית 7x+3(1-x)  ג דולה מתוצאת הצבתם בתבנית  2(x+6)-29. 
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שאלה 2

בשאלה זו, ניתן פתרון בדרך גרפית ל "מלחמת התבניות"

לאחר סרטוט אוסף כל הזוגות הסדורים המתקבלים מהצבת המספרים השלמים בין -20 ל 20, בשתי התבניות, ניתן לזהות בקלות על פי הגרף, אילו מספרים  יביאו ניצחון לשירה ואילו לרויטל.

על פי הסרטוט, בהצבת השלמים  -10 ( x ( 20  תנצח שירה, ובהצבת 

-20 ( x ( -10  תנצח רויטל. בהצבת x=-10  יווצר שיויון בין שתי התבניות.
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מכאן, ששירה תנצח ב 30/41  מן המקרים, ואילו  רויטל ב  10/41 מהמקרים.

בדיון, יש לדבר על ההתאמה בין הפתרון בדרך הגרפית, לבין מה שקיבלנו בפעילות הקודמת מן הניסוי הסטטיסטי.

שאלה 3

בשאלה זו, דנים בפתרון אלגברי של מלחמת התבניות.

בדיון, יש לקשר בין שלושת כיווני החקירה שפותחו. יש לזכור שבפתרון האלגברי, יש אילוץ נוסף:20 ( x ( 20     -

שאלה 4

יש לצפות, שאחרי טיפול כה נרחב בהיבטים של "מלחמת התבניות", תהיינה לתלמידים הצעות כיצד לשנות את כללי המשחק כך שיהיה הוגן.

אפשרות א':

ניתן לשנות את תחום המספרים בהגרלה, כך שיהיה סיכוי שווה לניצחון לשתי התבניות: אם תחום המספרים בהגרלה יהיה20    40 ( x (- אזי לכל תבנית יהיו 30 מספרים המביאים לניצחון. "תיקו" יושג בהצבת x=-10. ניתן לראות זאת בתרשים:
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אפשרות ב'

להשאיר את תחום המספרים כפי שהיה: 20    20  ( x (-, ולשנות את אחת התבניות, לדוגמה את התבנית של רויטל: 
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איזה מספר נוסיף לתבנית של רויטל כדי שלשתי התבניות יהיה סיכוי שווה לניצחון בתחום הנתון:

בתוספת 20 לתבנית של רויטל נקבל את 2x+3 .  (שורה#5)

לתבנית 2x+3 ולתבנית 7x+3(1-x), סיכויים שווים לניצחון. שוויון בין שתי התבניות מתקבל באפס. (שורות #6 ,#7)

באופן גרפי:
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הגרף הירוק שייך לתבנית החדשה של רויטל :2x+3. הגרף האדום שייך לתבנית של שירה:  (   7x+3(1-x. הגרפים נחתכים בx=0   , שירה תנצח בהצבת ערכים בתחום x>0 , והתבנית החדשה 2x+3 תנצח בהצבת ערכים מהתחום x<0. X=0 ייתן "תיקו".
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הערה: 

ניתן לבדוק ולראות, שעם תוספת של תבנית מהצורה     a*x+20 (a(2    ) לתבנית של רויטל, תתקבלנה תבניות חדשות נוספות, שסיכוייהן לניצחון שווים לסיכויי הניצחון של שירה. כלומר, התבנית 2x+3 איננה היחידה.

בדקו מה קורה בתוספת של 2x+20 לתבנית של רויטל.
שאלות 1 - 2 ( עוד שאלות)

לפנינו משימת חקר נוספת: "התבנית מכה שנית".

בשאלה 1 א-ב, יש לשחק פעמיים במשחק:

להגריל 10 מספרים בין -20 ל   20, להציב אותם בשתי התבניות הנתונות, ולשער על פי תוצאות הניסוי, מי מן הבנים מנצח. 

המשחק בנוי כך שלאייל סיכוי גבוה יוצר לנצח, כלומר, איננו הוגן.

בשאלה 2, יש להשתמש בכלים שנלמדו בפעילות עצמה, כדי לאמת את ההשערה, ולאפיין כמותית את סיכויי הניצחון של כל אחת מן התבניות.

פתרון אלגברי:

מתי ינצח דני ?
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סיכויי הניצחון של דני:
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מתי ינצח אייל ?

סיכויי הניצחון של אייל:

פתרון גרפי:

ניתן לסרטט את אוסף כל הזוגות האפשריים לשתי התבניות, ולהחליט על סמך הגרף, ועל סמך אילוצי המשחק מה סיכוי הניצחון של כל תבנית.

הסבר: 

#1, וקטור המתאר את אוסף כל הזוגות האפשריים בתבנית של דני.

#2, התקבלה בפישוט קודמתה.

#3, וקטור המתאר את אוסף כל הזוגות האפשריים בתבנית של אייל.

#4, התקבלה בפישוט קודמתה.

הסבר:

ניצחון לדני:

התבנית של דני חיובית עבור השלמים  -2<x(20  ( חלק הגרף האדום המצוי מעל ציר x )

התבנית של אייל שלילית או 0, עבור השלמים  12(x(20 (חלק הגרף הכחול המצוי מתחת לציר x )

שני התנאים מתקיימים עבור השלמים12(x(20   : סה"כ 9 מספרים מתוך 41.

ניצחון לאייל:

התבנית של אייל חיובית עבור -20(x<12, ( הגרף הכחול מעל ציר x )

התבנית של דני שלילית או אפס עבור -20(x(-2 ( הגרף האדום מתחת לציר x )

שני התנאים מתקיימים עבור -20(x(-2  : סה"כ 19  מספרים מתוך 41.

שאלה 3 ( עוד שאלות )

בשאלה זו, כללי המשחק אינם משתנים יש לחבר לאייל תבנית, כך שהמשחק יהיה הוגן: סיכוי שווה לניצחון לשני הבנים. 

התבוננות על גרף כל הזוגות האפשריים בתבנית של דני מביאה לשיקולים הבאים:

התבנית של דני מקבלת ערכים שליליים או 0 עבור 6(x(20. כלומר  עבור 15  מתוך 41 השלמים בין 20  ל -20.

על התבנית של אייל לקבל ערכים חיוביים בתחום זה.  

כדי שהמשחק יהיה הוגן, על התבנית של אייל לקבל  ערכים שליליים ו 0 עבור הצבה של 15 מספרים שלמים. 

 נחפש תבנית שתקיים את הדרישות הבאות: 

מתאפסת בהצבת x=-6 

עבור -20(x(-6  מקבלת ערכים שליליים או 0. (15 שלמים)

עבור 6(x(20 מקבלת ערכים חיוביים. 

אפשר למצוא תבניות שונות העונות על הדרישות. למשל:

2x+12, 3x+18  . בסרטוט,  אוסף הזוגות של 2x+12   .

ובאופן כללי : כל תבנית מהצורה   (a>0)   a*x+6a  תתאים.
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