יחידה זו מתאימה להצגת הנושא התיאור הגרפי של משוואה ממעלה שניה או כפרויקט סיכום והעשרה בנושא זה. הדגש [image: image1.wmf])
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ביחידה הוא בתהליך המיון של פונקציות ריבועיות על -פי קטגוריות שיקבעו על-ידי התלמידים.

היחידה בנויה משתי פעילויות :

פעילות א'  - פרמטרים ומשפחות.
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פעילות ב'  -  עוד משפחה

פעילות זו עוסקת במשפחת כל הפרבולות שציר הסימטרייה שלהן הוא ציר y. הפרבולה היא ההצגה הגיאומטרית  של הפונקציה הריבועית y=ax2+bx+c 
[image: image78.png]


. בפעילות  זו ניצור משפחות חלקיות של פונקציות ריבועיות y=ax2+bx+c, נסרטט את הגרפים שלהן ונחקור קשרים משפחתיים.
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 לסרטט פרבולות השייכות למשפחת הפונקציות הריבועיות  y=ax2+c 
2.  לנסח תכונות גיאומטריות של הפרבולות על סמך התבוננות והשוואה 
    בין הגרפים שלהן, ולמצוא קשר בין הביטוי החזותי של גרף הפרבולה
    להצגה האלגברית של הפונקציה.
3.  לבסס את הבנת תפקידי הפרמטרים a, c בתבנית y=ax2+c  והקשר
    שלהם לצורת הגרף של פרבולה, למשל על-ידי מציאת הפרמטרים של
    פונקציות ריבועיות השייכות למשפחה y=ax2+c  על-פי נתונים 
    מסוימים, למשל: קודקוד, נקודות חיתוך עם הצירים.
4. [image: image67.wmf] 

 לאפיין תכונות משותפות לפונקציות ריבועיות השייכות למשפחות
     חלקיות של המשפחה y=ax2+c . אילו תכונות מייחדות כל
 תת-משפחה ואילו תכונות  משותפות לכל הפונקציות במשפחה.
סרטוט גרף של פונקציה (Plot), קביעת הגבולות של מערכת הצירים (Range), הוראה לסרטט משפחה אחת של פונקציות בבת אחת
  (vector).
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שאלה
סעיף
תאור השאלה
יישומים 
ב    Derive 


1


א
בניית משפחה חלקית למשפחת y=ax2+c על ידי שנבחר c=3.

הצבת ערכים שונים לפרמטר a, וסרטוט הפרבולות המתקבלות בבת אחת.
סרטוט פונקציות של משפחה בבת אחת באמצעות vector.

vector(ax2 + 3,a,-5,5,2)


ב
סרטוט הפרבולות אחת אחת.
סרטוט פונקציות של משפחה אחת אחת, 


ג
השוואה בין שתי פרבולות מהמשפחה y= ax2  +  c.


2
א
יצירת משפחה חלקית נוספת למשפחה y= ax2 + c, על ידי קביעת ערך חיובי לפרמטר a, סרטוט הפרבולות, השוואה בין שתי פרבולות מהמשפחה המתקבלת.



ב
יצירת משפחה חלקית נוספת למשפחה y= ax2 + c, על ידי קביעת ערך שלילי לפרמטר a, סרטוט הפרבולות, השוואה בין שתי פרבולות מהמשפחה המתקבלת.



ג
סיכום תכונות הפרבולות מהמשפחה y= ax2 + c.


3

בניית משפחת פרבולות בעלות קודקוד נתון (0, -7). 

מציאת פרבולה במשפחה החותכת את ציר x בנקודות (7,0) (-7,0).
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שאלה 1

I. נתונה משפחת פרבולות y = ax2 + c, ניצור  משפחה חלקית  על ידי 


שנבחר c=3. למשל:

a=3,     y=3x2+c
a= -2,   y=-2x2+c
a=1.5,  y=1.5x2+c

II. ההוראה vector מאפשרת לקבל רשימה של הרבה פונקציות ריבועיות, ולסרטט את הפרבולות המתאימות בהקשה אחת. כדי לסרטט את הפרבולות אחת אחת כדאי להשתמש בחצים.

III. התכונות המשותפות לכל הפרבולות:

קודקוד הפרבולות מונח בנקודה (0,3).

ציר הסימטרייה  של הפרבולות הוא ציר y.

הפרבולות נבדלות זו מזו בתכונות:

נקודות החיתוך עם ציר ה x -ים
 
קודקוד הפרבולה יכול להיות נקודת מינימום או נקודת מכסימום "מפתח" הפרבולה.

(התלמידים ישתמשו במלים שונות במקום "מפתח" למשל, רוחב הפרבולה, שיפוע,  תלילות וכד'. יחידה 8 מטפלת בנושא זה). 

שאלה 2

סיכום תכונות משפחת הפרבולות y=ax2+c:


I. קודקוד הפרבולות מונח בנקודה (0,c).

II. ציר הסימטרייה  של הפרבולות הוא ציר y.

III.  כש a>0, לפרבולה יש נקודת מינימום. 

כש a<0, לפרבולה יש נקודת מקסימום.

IV.  מפתח הפרבולה תלוי ב a. ככל ש
[image: image2.wmf]a

 קטן יותר הפרבולה " פתוחה יותר " , מתקרבת יותר לציר x, וככל ש 
[image: image3.wmf]a

 גדול יותר, הפרבולה  " תלולה יותר" , מתקרבת לציר y.

שאלה 3

משפחת הפרבולות שהן בעלות קודקוד משותף (0,-7) היא: y = ax2 - 7.
הפרבולה החותכת את ציר x בנקודות  (7,0), (-7,0) וקדקודה בנקודה
(0,-7)  היא 
[image: image4.wmf]7

x

7

1

y

2

-

=

. 

[image: image5.png]


יש מקום לדון על הדרכים בהן הגיעו התלמידים לתשובה ולבקש מהם לפרט את שיקוליהם. יתכן שפעלו בדרך של ניסוי ותעייה , ויתכן שפעלו בדרך אלגברית. גם בדרך אלגברית יתכנו שיקולים שונים:

 משפחת הפרבולות בעלות קודקוד משותף (0,-7) היא:
      y = ax2-7 ,   ו a  נקבע ע"י הצבת הנקודה   (-7,0).

 משפחת הפרבולות החותכות את ציר ה x  בנקודות 
       (7,0), (-7,0)
היא: 
[image: image6.wmf])
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, ו a נקבע על-פי 
     הקודקוד:  (0,-7).

 משפחת הפרבולות הסימטריות לציר ה - y  היא y=ax2+ c
     a  ו c   נקבעים ע"י הצבת שתי הנקודות: ( -7 , 0  ) , ( 0 , 7 ) .
פעילות זו עוסקת במשפחת כל הפרבולות, אשר הגרפים שלהן עוברים דרך ראשית הצירים. 

1. [image: image70.wmf] 

[image: image71.png]


לסרטט פרבולות השייכות למשפחת הפונקציות הריבועיות

           y=ax2+bx
2.  לנסח תכונות גיאומטריות של הפרבולות על סמך התבוננות 
        והשוואה בין הגרפים שלהן, ולמצוא קשר בין הביטוי החזותי של 
        גרף הפרבולה להצגה האלגברית של הפונקציה.
3.  לבסס את הבנת תפקידי הפרמטרים a, b בתבנית y=ax2+bx  
       והקשר שלהם לצורת הגרף של פרבולה, למשל על-ידי מציאת 
       הפרמטרים של פונקציות ריבועיות השייכות למשפחה y=ax2+bx 
       על-פי נתונים מסוימים, למשל: קודקוד, נקודות חיתוך עם הצירים.

4.  לאפיין תכונות משותפות לפונקציות ריבועיות השייכות למשפחות 
       חלקיות של המשפחה y=ax2+bx . אילו תכונות מייחדות כל
       תת-משפחה ואילו תכונות  משותפות לכל הפונקציות במשפחה.

5.  [image: image72.png]


להגדיר משפחה חלקית של פרבולות השייכות למשפחה
        y=ax2+bx      ולמשפחה  y=ax2+c.


6.   מציאת התבנית של  פונקציה ריבועית y=ax2+bx+c על-פי  שלוש 
        נקודות. 

הצבת מספרים ( , Substitute, Manage), פתרון מערכת משוואות ליניאריות ( soLve),הפעלת מנגנון ההגרלה של התוכנה, ( Random ), הוראה ליצירת רשימה (vector),סרטוט גרף של פונקציה (Plot), קביעת הגבולות של מערכת הצירים (Range) 
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שאלה
סעיף
תאור השאלה
יישומים 
ב    Derive 


1


א
יצירת משפחה חלקית למשפחת y=ax2+bx על ידי שנבחר b = 2 .

הצבת ערכים שונים לפרמטר a, וסרטוט הפרבולות המתקבלות בבת אחת.



ב
השוואה בין שתי פרבולות מהמשפחה y=ax2+bx. במה הן נבדלות?



ג
האם ניתן להבחין בסימטרייה  כלשהי?


2



יצירת  משפחה חלקית למשפחת y=ax2+bx על ידי שנבחר a = 3  .

הצבת ערכים שונים לפרמטר a, וסרטוט הפרבולות המתקבלות בבת אחת.

חיפוש אחרי מאפיינים של המשפחה.


3


א
המשותף לכל הפונקציות השייכות למשפחה y=ax2+bx



ב
מה משותף לכל הפרבולות במשפחה

y=ax2+bx



ג
במה הן נבדלות?


4

מצאו משפחה של פרבולות שנקודות החיתוך שלהן עם ציר ה -x הן

(0,0)  ו  (4,0 )

זהו במשפחה זו פרבולה שקדקודה ( 2,-2)


5

לבנות משפחה  של פונקציות ריבועיות שהיא חלקית לשתי המשפחות

y=ax2+c , y=ax2+bx
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שאלה
סעיף
תאור השאלה
יישומים 
ב    Derive 


1


א
לחקור את תכונות משפחת הפונקציות y = x2 - 4x + c 



ב
לסרטט פרבולות השייכות למשפחה זו



ג
מה משותף לפרבולות? ובמה הן שונות?


2



נתונה פונקציה ריבועית, למצוא משפחה שהפונקציה שייכת אליה.


3



לחקור את תכונות משפחת הפונקציות y = ax2 +2ax + 3


4

נתונות שלוש נקודות , למצוא את משוואת הפרבולה העוברת דרכן
הצבת מספרים במקום x  ו y  במשוואה

 (  Manage, Substitute)

soLve  לפתרון מערכת המשוואות

5



משחק נקודות ופרבולות:

מגרילים נקודות, וצריך לבנות פרבולות העוברות דרך 3 מהנקודות שהוגרלו, כך שכל שאר הנקודות נמצאות בין זרועות הפרבולה, או אף נקודה לא נמצאת בין זרועות הפרבולה.
r: = -5 + random(11)
הגרלת מספרים אקראיים 

בין -5 ל - 5 

vector([r,r],n,1,22)
הגרלת 22 נקודות
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שאלה 1:

I. נתונה משפחת פרבולות y = ax2+ bx, אם מציבים 0 במקום x מקבלים y = 0 , כלומר הגרף עובר דרך ראשית הצירים.
ניצור  משפחה חלקית  על ידי  שנבחר b = 2. בעזרת ההוראה vector , vector( ax2 + 2x , a , -5 , 5, 1.5)
נקבל את התמונה הבאה:

II. [image: image76.png]10




לכל הפרבולות  שתי נקודות חיתוך עם הצירים, אחת מהן היא 
הראשית  ( 0, 0 ), והנקודה השניה משתנה מפונקציה אחת לאחרת, בהתאם לערך הפרמטר a .  עבור 
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       אם a > 0   נקודת החיתוך עם ציר ה x היא משמאל לראשית, ואם
       a < 0   נקודת החיתוך עם ציר ה x  נמצאת מימין לראשית.

שאלה 2

בניית משפחה חלקית נוספת למשפחה y=ax2+bx,  כאשר a = 3:
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בעזרת ההוראה vector , vector( 3x2 + bx , b , -5 , 5, 0.5)
נקבל את התמונה הבאה:

היות ובחרנו מספר חיובי במקום הפרמטר a ,לכל הפרבולות ממשפחה חלקית זו יש נקודת מינימום.

לכל הפרבולות  שתי נקודות חיתוך עם הצירים, אחת מהן היא 
הראשית  ( 0, 0 ), והנקודה השניה משתנה מפונקציה אחת לאחרת תלוי 

באיזו רשימה בוחרים.
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ציר הסימטריה  של כל פרבולה הוא    
[image: image11.wmf]6
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שאלה 3

למשפחת הפרבולות y = ax2+ bx   עבור  
[image: image12.wmf]0
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¹

   ו 
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b
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קיימות  תמיד שתי נקודות חיתוך עם ציר ה x-ים: ( 0 , 0 )     ,     (-b/a , 0)  שאחת מהן היא ראשית הצירים , והנקודה השניה משתנה מפונקציה אחת לאחרת תלוי  בערכים שבוחרים עבור a  ו b .
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עבור a  ו b  השווים בסימניהם נקודת החיתוך עם ציר ה x  תהיה משמאל לראשית הצירים, עבור a ו b  השונים בסימניהם, נקודת החיתוך עם ציר ה - x תהיה משמאל לראשית.

ציר הסימטריה של  כל פרבולה              
[image: image15.wmf]a
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משפחה זו היא קבוצת ההכלה של שני תתי המשפחה 
[image: image16.wmf]bx
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 שדנו בהם בתרגילים 1 ו 2 . המשותף לכל הפרבולות השייכות למשפחה:

I. הפרבולות חותכות את ציר ה x  בראשית הצירים.

II. לפרבולות שתי נקודות חיתוך עם הצירים.

שאלה 4

לשאלה זו מספר רב של פתרונות.

משפחת הפרבולות החותכות את ציר ה x  בראשית הצירים היא  מהצורה 
[image: image18.wmf]bx
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. נציב את שיעורי נקודת החיתוך הנתונה (4,0) במשוואת הפרבולה   y = ax2+ bx   נקבל        b = -4a 

דרך נוספת לפתרון:

למשפחת הפרבולות y = ax2+ bx   עבור  
[image: image19.wmf]0
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   ו 
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קיימות  תמיד שתי נקודות חיתוך עם ציר ה x-ים: ( 0 , 0 )     ,     (-b/a , 0) שאחת מהן היא ראשית הצירים , והנקודה השניה היא 
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, הפונקציה היא מהצורה: 
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   עבור 
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לשאלה זו מספר רב של פתרונות. כדאי לשאול את התלמידים ( לפני הבדיקה במחשב ) מה לדעתם  תמונת הגרף של כל הפונקציות השייכות לפתרון של השאלה הנ"ל? מה משותף לכולן? ובמה הן נבדלות זו מזו?

תמונת הגרף:


המשותף לפרבולות שהן כולן עוברות דרך שתי הנקודות הנתונות, וציר הסימטריה שלהן  x = 2  .

הפרבולות נבדלות זו מזו בשיעור הy-  של קדקודן ובכך שיש פרבולות  "מחייכות" ויש פרבולות " בוכות " וחלקן  "צרות" וחלקן "רחבות". 

[image: image26.png]


דיון כיתתי :

מבין הפרבולות שנקודות החיתוך שלהן עם ציר ה - x הן:(4 , 0),(0 , 0)  רק פרבולה אחת קדקודה נמצא בנקודה ( 2 , -2 ) .

יתכנו מספר דרכים לפתרון ,רצוי לדון עם התלמידים על הדרכים בהן ניתן להשיב על שאלה זו. ולבקש מהם לפרט את שיקוליהם:

I. על-ידי  ניסוי ותעייה.

II. פתרון בדרך אלגברית.  בדרך זו  יתכנו שתי נקודות מוצא: האחת נקודות החיתוך עם ציר ה x , והשנייה נקודת הקודקוד.

(a) נקודות החיתוך עם ציר ה x :

הפרבולה שייכת למשפחה 
[image: image27.wmf])
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 ( לפי סעיף א' ) הקודקוד  ( -2,  2) נמצא על הפרבולה. על-ידי הצבה x = 2  ו y = -2 במשוואת הפרבולה מתקבל   0.5a  =  .

(b) נקודת הקודקוד:

 קודקוד הפרבולה נמצא
בנקודה ( -2, 2), כלומר הפרבולה y = ax2 הוזזה שתי יחידות ימינה ושתי יחידות למטה, משוואתה : 
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 . נציב במשוואה זו את אחת מנקודות החיתוך עם ציר ה x נקבל את a . 

 
שאלה 5

משפחה חלקית לשתי המשפחות 
[image: image29.wmf]bx
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היא המשפחה  
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שאלה 1  ( עוד שאלות )
ניעזר בהוראה vector כדי לקבל גרפים של פרבולות השייכות למשפחה: 
[image: image31.wmf]c
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 vector( x2 - 4x + c , c , -5 , 5 ) 
מהסרטוט רואים כי המשותף לפרבולות שיש להן נקודת מינימום, ( a = 1  ), אותו ציר סימטריה x = 2  , וכולן חותכות את  ציר ה- y  בנקודה ( (0, c, התלויה בערך המשתנה c.  מספר נקודות החיתוך עם ציר ה- x תלוי בערך הביטוי 
[image: image32.wmf]c
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D
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עבור c = 4   הפרבולה חותכת את ציר ה- x  בנקודה אחת x = 2 , עבור c> 4   אין נקודות חיתוך עם ציר ה - x , עבור  c < 4  יש שתי נקודות חיתוך עם ציר ה - x. 

שאלה 2  ( עוד שאלות )
הפונקציה 
[image: image33.wmf]5
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  יכולה להשתייך למשפחות עם פרמטר אחד ; כאשר נתונים שני מקדמים והמקדם השלישי הוא  פרמטר ;  
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[image: image35.wmf]c

x

2

x

3

y

2

+

+

=

, 
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 או

כאשר נתון מקדם אחת והפרמטר מציין קשר בין שני המקדמים האחרים; 
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אפשר גם לקבוע  את אחד המקדמים ולהשאיר את שני המקדמים האחרים  כפרמטרים לדוגמא:  
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אם בכל זאת נרצה להשאיר רק פרמטר אחד, אפשר לקחת משפחה חלקית למשפחה זו  a = 1.5x כי בדוגמא היחס הזה מתקיים.              


שאלה 3  ( עוד שאלות )
ניעזר בהוראה vector כדי לקבל גרפים של פרבולות השייכות למשפחה: 
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ציר הסימטריה : x = -1 , הנימוק האלגברי: 
[image: image41.wmf]a
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שיעור ה y של נקודת הקיצון, שונה מפונקציה לפונקציה וערכו תלוי ב a 


[image: image42.wmf]a
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, עבור a > 3   קודקוד הפרבולה נמצא מתחת לציר ה x ,  עבור a <3 קודקוד הפרבולה נמצא מעל ציר ה x -ים. 

נקודות החיתוך עם ציר ה - x תלויות בערך הדיסקרימננטה: 
[image: image43.wmf])
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עבור  
[image: image44.wmf]3
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  אין לפרבולות שורשים, כלומר אין נקודות חיתוך עם ציר ה x.

עבור a = 3    לפונקציה 
[image: image45.wmf]3
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 יש נקודת חיתוך אחת 

x = -1 

עבור 
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  לפרבולות יש שתי נקודות חיתוך.

עלפי הסרטוט נראה שכל הפרבולות השייכות למשפחה זו נחתכות בנקודות ( 0,3 ) , ( -2,3 ) .  הכיצד?

נבהיר התנהגות זו בעזרת הסבר אלגברי:

נציב x = 0   במשוואה 
[image: image47.wmf]3
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 נקבל y = 3  , כלומר כל הפרבולות השייכות למשפחה זו עוברות דרך הנקודה ( 0 , 3 )  לא תלוי בערך הפרמטר  a .  

נציב x = -2  נקבל 
[image: image48.wmf]3
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 כלומר הביטוי שווה ל - 3 לא תלוי בערך הפרמטר a , ולכן זו תכונה משותפת לכל הפונקציות במשפחה.

הסבר אחר:

נבחר שתי פרבולות כלשהן השייכות למשפחה:( נציב שני ערכים שונים במקום הפרמטר a , למשל: p  ו q,    
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נבדוק מתי  שתי הפרבולות נחתכות:


[image: image51.wmf]-2
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הפרבולות נחתכות בשתי הנקודות הללו באופן בלתי תלוי בפרמטר a .

שאלה 4  ( עוד שאלות )


דרך שלוש נקודות שאינן על ישר אחד עוברת פרבולה אחת.

כדי למצוא את משוואת הפרבולה  
[image: image52.wmf]c
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 צריך לגלות את שלוש המקדמים. אם נקודה נמצאת על הפרבולה  שיעוריה (x , y) מקיימים את משוואת  הפרבולה 
[image: image53.wmf]c
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. לכן כל נקודה תורמת משוואה.

בשורות #4 - #2 הוצבו שיעורי הנקודות, ( כתוב בחוברת)

בשורה #5 נרשמו שלוש המשוואות  בין סוגריים מרובעים  ובשורה #6 בעזרת soLve פתרו  את  מערכת המשוואות הליניאריות ונמצאו המקדמים של הפרבולה.

הערה:  בגירסה 4 של Derive , ניתן לפתור בעזרת  soLve  מערכות של משוואות ליניאריות בלבד.

שאלה 5  ( עוד שאלות )


מגרילים 22 נקודות בעזרת מנגנון ההגרלה של התוכנה. 
ההוראה random(11)  מגרילה 11 מספרים בין 0 ל - 10.

ההוראה -5 + random(11)    מגרילה 11 מספרים בין -5 ל - 5
המשתנה   r : = -5 + random(11)    מקבל ערכים מ -5   עד 5 . 
להגרלת 22 נקודות ניעזר בהוראה vector([r , r],n,1,22)  ו Simplify

יתכן ויתקבלו פחות נקודות וזאת מפני שאחת הנקודות הוגרלה יותר מפעם אחת.

[image: image54.png]


דיון כיתתי : לפתח אסטרטגיה לבחירת שלוש נקודות לבניית הפרבולה   y = ax2 + bx + c  שזרועותיה חובקות את כל  שאר הנקודות. 

כדי לבנות פרבולה שהמקדם  a< 0  נתבונן בשלוש הנקודות הגבוהות ביותר, ששיעוריהן   
[image: image55.wmf])
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ונניח בלי הגבלת הכלליות  כי   
[image: image56.wmf]3

2

1

x

x

x

<

<

 .

 אם 
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 לא ניתן לבנות פרבולה העוברת דרך שלוש הנקודות וזרועותיה חובקות את כל  שאר הנקודות. 

אם 
[image: image58.wmf]3
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 לא ניתן לבנות פרבולה.

אם 
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  ו 
[image: image60.wmf]3
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לא ניתן לבנות פרבולה, שזרועותיה חובקות את כל  שאר הנקודות.

באופן אנלוגי ניתן לבצע ניתוח דומה אם רוצים לבנות פרבולה שהמקדם a > 0  , מתבוננים בשלוש הנקודות הנמוכות ביותר.

דוגמא:

הוגרלו 22 מספרים והתקבלו 20 נקודות.

להלן התרשים:

דרך שלוש הנקודות הגבוהות ביותר:( -5,3) , (2,4) , ( 5,5)   עוברת הפרבולה 
[image: image61.wmf]21
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 , אולם זרועותיה אינן חובקות את שאר הנקודות. לא ניתן לבנות פרבולה העוברת דרך נקודות אלה שבה a<0. 
( כי 
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נתבונן בשלוש הנקודות הנמוכות ביותר: (-5,-4), (1,-5) , ( 4,-5) , הפרבולה העוברת דרכן היא: 
[image: image63.wmf]27
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ב. הפרבולה עוברת דרך 3 נקודות ובין זרועותיה לא נמצאת אף נקודה אחת מהנקודות שהוגרלו.

לשאלה זו מספר רב של פתרונות.

בדוגמא הבאה נבחרו הנקודות ( -1,1) , ( 0, -4 ) , ( 1, 1 ) 
משוואת הפרבולה שהתקבלה    y = 5x2 - 4 , שאר הנקודות נמצאות בתחום 
[image: image64.wmf]4
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7.  מסרטטים פרבולות





 פעילות א' -  פרמטרים ומשפחות








מטרות





שילוב פקודות מחשב





פתרונות והערות (פעילות ב')








מבנה פעילות ב'








פתרונות והערות (פעילות א')








פעילות ב' -  עוד משפחה








מטרות





משפחת הפונקציות


 � EMBED Equation.3  ���


הפונקציה המודגשת היא 


� EMBED Equation.3  ���





מבנה פעילות ב'  (עוד שאלות )








מבנה פעילות א' 








� EMBED Word.Picture.8  ���





שילוב פקודות מחשב
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