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9.
מצב הדדי של מישורים    מדריך למורה

מטרות ומבנה היחידה

1.
לחזק את המשמעות הויזואלית של מצב הדדי של מישורים במרחב.

2.
לשלב כלים אלגבריים וגרפיים שונים בחקירת מצב הדדי של מישורים ובהרכבת שלושה מישורים בעלי מצב הדדי נדרש.
3.
לפתח מיומנויות בשימוש בכלי התוכנה הקשורים לחלון הגרפי התלת-ממדי במטרה לשלוט בהם כדי לתכנן עבודה עצמית על ידי התלמידים.

בפעילות הראשונה אמורים התלמידים לראות כי מישור במרחב הוא בעצם אוסף אינסופי של נקודות וגם להכיר ייצוג גרפי נוסף של משטח ערכי המינימום/מקסימום של מספר מישורים. שימוש בכלי זה ייעשה בפעילות השנייה לחקירת מצב הדדי של שני מישורים ובשלישית לחקירת מצב הדדי של שלושה מישורים. בפעילות הרביעית נדרש שילוב מושגים ושיטות עבודה שנלמדו ביחידות קודמות כדי לבנות תוצרים לפי הנחיות ולפי בחירת הלומד.
פעילות 9.1 – נקודות על מישור במרחב
למורה
מטרות הפעילות

מטרת הפעילות להכיר ייצוג נוסף של זוג או יותר מישורים אשר יאפשר לנו לזהות ויזואלית מצב הדדי של מישורים במרחב. בייצוג זה יוצרים משטח אחד משני מישורים (או יותר) באמצעות הפונקציות MIN  או MAX. ההכנה לייצוג החדש נעשית בשלבים ומעודדת את התלמיד להתבונן ולהבין את פרטי התמונות המתקבלות על המסך הגרפי.

השלב הראשון אמור לגרום לתלמידים להבין שמישור במרחב הוא בעצם אוסף אינסופי של נקודות. לאחר מכן, אנו מצפים מהתלמידים לגלות לגבי נקודה במישור XY, איזו משתי הנקודות על שני מישורים נתונים גבוהה יותר. במקום לבצע את המשימה באופן בדיד יכולים לשרטט את (מישור 2, מישור 1) MIN ומן הגרף המתקבל לקבל תשובה מקיפה לשאלה.

פתרונות (ראו קובץ teacher9-1.dfw)
א.
בשרטוט המופיע אחרי שורה #9 רואים את המישור  P1(צהוב) שעליו 441 נקודות אשר סומנו (בעזרת #5). המישור P2 (ירוק) אינו שקוף, ולכן חלק מנקודות P1  נראות 'כאילו' הן נמצאות עליו.

ב.
בשורות #13-#10 מצאנו הצגה פרמטרית של ישר החיתוך של  P1ו P2 . לשם כך פתרנו את מערכת המשוואות (#10) לגבי Y ו Z

ג.
הצבת אותם שיעורי XY במשוואות המישורים P1  , P2 נותנת ארבעה זוגות של נקודות. התוצאה החישובית מלמדת למי מהנקודות בכל זוג מתאים שיעור Z גדול יותר. השרטוט בחצים מאשר זאת ויזואלית. בשרטוט המופיע בקובץ לא רואים את הוקטור הרביעי , כי הוא 'מסתתר' מאחורי המישורים. סובבו את מערכת הצירים ותגלו אותו!
ד.
השרטוטים המתקבלים בעזרת (P2 , P1 ) MIN (P3, P1) MAX  מראים בבירור את ישר החיתוך. הצגתם במערכת צירים אחת משלימה את תמונת שני הישרים הנחתכים.

ה.
לפני (או אחרי) שמשתמשים בייצוג החדש להדגמת מצב הדדי בין מישורים רצוי לתרגל את השימוש בפונקציות מינימום ומקסימום של Derive.


תשובות לתרגילים מופיעות בקובץ בשורות #38-#29. במידה והתלמידים יגלו עניין בביטויים האלגבריים המגדירים את הפונקציות הללו אפשר להסביר כי מתקיים:
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מה מתקבל מפישוט הביטוי MIN(a, b, c)?

פעילות 9.2 – מצב הדדי של שני מישורים
למורה

המצבים ההדדיים האפשריים בין שני מישורים הם:

המישורים נחתכים בישר

המישורים מקבילים

המישורים מתלכדים

בפעילות 9.1 הכרנו פונקציות של Derive המאפשרות לשרטט משטח ערכי מינימום/מקסימום מבין שני מישורים המיוצגים על ידי z = f(x, z). (שימו לב הפונקציה פועלת של ייצוג מפורש של המישור ולא על משוואה סתומה.) בפעילות זו נתרגל שימוש בפונקציות אלו להדגמת זוג מישורים נחתכים וזוג מישורים מקבילים.

פתרונות (ראו קובץ teacher9-2.dfw)
ישר החיתוך של זוג המישורים z = x  z = y מתואר בהצגה פרמטרית על-ידי [x, x, x].

כדי למצוא מישורים נוספים העוברים דרך ישר זה נוודא ששתי נקודות שלו, למשל [0, 0, 0] 

ו  [1, 1, 1] נמצאות על המישור  ax + by + cz = d
מהצבת [0, 0, 0] ברור כי  d = 0.

מהצבת [1, 1, 1] מקבלים כי  c = -(a + b)

לפיכך, בחרנו לדוגמה:
P3:= z = 3x - 2y
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לחישוב הזווית בין המישורים P3, P4 הגדרנו את וקטורי המקדמים:

u3_:= [2, -3, 1]      u4_:= [1, 1, -2]

חישבנו את הזווית α באמצעות הנוסחה
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(מאחר והמכפלה הסקלרית היא שלילית, הוספנו לנוסחה ערך מוחלט כדי לקבל את הזווית החדה בין שני המישורים.)

להדגמת מישורים מקבילים בחרנו


P5:= z = 4x - 2y + 15


P6:= z = 4x - 2y - 15
ברור כי הפונקציה MIN /MAX נותנת את המישור הנמוך/הגבוה מבין השניים.

שימו לב: לתצוגה מיטבית יש לבחור באפשרות Autoscale New Plots מתוך תפריט Options בחלון הגרפי.

פעילות 9.3 – מצב הדדי של שלושה מישורים
למורה

בפעילות זו משלבים כלים אלגבריים וגרפיים בחקירת המצב ההדדי של שלושה מישורים. קבלת מסקנות על המצב ההדדי מהייצוג באמצעות משטחי המינימום והמקסימום של המישורים נועדה לתווך בין הפתרון האלגברי, ובין השרטוט המלא של שלושת המישורים שנעשים באופן אוטומטי על-ידי התוכנה. בעזרת שני המשטחים האלו אפשר מצד אחד, לזהות בצורה ממוקדת יותר את המשותף לשניים או שלושה מישורים ומצד שני להשלים אותם לתמונה המלאה.

פתרונות (ראו קובץ teacher9-3.dfw)

א.
הטיפול האלגברי במישורים P1, P2, P3 מראה שאין להם נקודה משותפת, וכך רואים גם בשרטוט המישורים. ואכן, ניתן לראות מהתבוננות במשוואות שמדובר בשני מישורים מקבילים הנחתכים על-ידי ישר שלישי.

המשטחים (P3, P2, (P1 MIN ו- (P3, P2, P1) MAX מבליטים את ישרי החיתוך המקבילים זה לזה. את הצגותיהם הפרמטריות מקבלים מפתרון כל זוג משוואות:

[1 ,0 ,1]k + [1- ,1- ,0]

[1 ,0 ,1]k + [2- ,2- ,0]

ב.
הטיפול האלגברי במישורים P4, P5, P6 מראה כי הם נחתכים בנקודה אחת [2 ,5 ,6-]. שרטוט המשטח (P6, P5, (P4 MIN מבליט את הנקודה.

הקישו על השרטוט לפתיחתו בחלון הגרפי והפעילו הילוך על גרף – תוכלו לראות שהישרים הסמנים (בצבע לבן) נחתכים בנקודה המשותפת לשלושת המישורים.

שרטוט משטח המקסימום יאשר את התמונה המתקבלת לגבי מצבם ההדדי של שלושת המישורים.

ג.
משרטוט המישורים P7, P8, P9 מתקבל הרושם, כי הם נחתכים בישר. ואכן, פתרון אלגברי לפי ,x ,y z נותן פתרון פרמטרי. לפיכך, פתרנו את המערכת שוב, והפעם לפי ,z y וכך התקבלה ההצגה הפרמטרית של ישר החיתוך [1 ,2- ,1] K + [2 ,1- ,0]. בשרטוט משטח ערכי המינימום, רואים רק שני מישורים. איזה מישור נעלם ומדוע? כמובן מישור P9  (צהוב) הנמצא 'בין' שני המישורים האחרים. שרטוט ערכי המקסימום מאשר את המידע שיש כבר לגבי המצב ההדדי. (אפשר כמובן להוסיף חישוב של הזוויות בין המישורים).

ד.
הטיפול האלגברי במישורים P7, P8, P10 מראה, כי לשלושת המישורים אין נקודה משותפת. משרטוט שלושת המישורים 'צריך' להסיק שהמישור החדש P10  מקביל לישר החיתוך של שני המישורים האחרים. שרטוט משטח המינימום מראה רק שני מישורים כמו במקרה של שלושה מישורים הנחתכים בישר, אבל משטח המקסימום אינו מאשר תמונה זו, כי בו רואים את שלושת המישורים.

כל שני מישורים נחתכים בישר ושלושת ישרי החיתוך מקבילים זה לזה.
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ה.
סיכום: איך מסיקים על המצב ההדדי של שלושה מישורים בעזרת משטחי המינימום והמקסימום.

i.
אם משטח המינימום מראה מישור אחד (מבין הנתונים) ומשטח המקסימום מראה מישור שונה – מדובר בשלושה מישורים מקבילים זה לזה.
ii.
אם משטח המינימום מראה שני מישורים נחתכים ומישור המקסימום מראה גם הוא שני מישורים נחתכים, ושני המשטחים מנותקים זה מזה – מדובר בשני מישורים מקבילים הנחתכים במישור שלישי.
iii.
אם משטח המינימום מראה שלושה מישורים הנפגשים בנקודה – זהו המצב ההדדי.
iv.
אם משטח המינימום מראה שני מישורים בלבד ומשטח המקסימום אף הוא מראה שני משטחים ושני המשטחים נפגשים בישר – מדובר בשלושה מישורים הנחתכים בישר.
v.
אם משטח המינימום או המקסימום מראה שני מישורים בלבד והמשטח השני מראה שלושה מישורים – מדובר בשלושה מישורים שכל שניים מהם נחתכים בישרים המקבילים זה לזה.
ו.
בסעיפים א', ד' ראינו דוגמאות לשלושה מישורים שאין להם נקודה משותפת. אם כך, נוכל להרכיב שלשה שבה שני מישורים מקבילים והשלישי חותך אותם, או להרכיב שלשה שבה שני מישורים נחתכים בישר והמישור השלישי מקביל לישר החיתוך.

נסביר כאן כיצד נבנה המישור P10 בסעיף ד'.


ישר החיתוך של P7 ו P8 מוכר לנו מסעיף ג':

[1 ,2= ,1] k + [2 ,1- ,0 ]


וקטור המקדמים [a, b, c] של מישור P10 צריך להיות מאונך לוקטור [1, 2- ,1].

אם כך, חייב להתקיים 
0 = [1 ,2- ,1] · [c ,b ,a]

כלומר,
a - 2b + c = 0


נבחר ערכים המקיימים את התנאי. למשל, 1- = c, 3 =b, 7 = a

שרטוט המשוואה 8 = z – y3 + x7 משתלב בצורה ברורה בקופסה התלת ממדית שבה שורטטו שני המישורים.

פעילות 9.4 – בעיית בנייה
למורה

בעיית הבנייה של שלושה מישורים הנחתכים בנקודה נתונה וגם הוספת תנאי על שיוויון הזוויות בין כל שני מישורים מהווה אתגר ללומדים. בניתוח הבעיה יש להשתמש במשולב בכלים המתמטיים וכלים הטכנולוגים שנלמדו ביחידות השונות באוגדן. יש מקום לדמיון וליצירתיות וכמובן סיפוק בקבלת התוצרים המבוקשים. פעילות זו מתאימה לסיכום וגיבוש יחידה 9 וגם כפרוייקט סיום לתלמידים.

ישנן כמובן דרכים וגישות שונות לביצוע המטלה הנדרשת. בחרנו להביא פה שני פתרונות שיש בהן אסטרטגיות מעניינות המשלבות מספר כלים ושיטות.

פתרונות 

1.
(ראו קובץ  teacher9-4A.dfw)
ניתוח הבנייה

i.
אפשר לבחור בנקודת ראשית הצירים  O:= [0, 0, 0], בלי הגבלת הכלליות, מאחר ואפשר 'להזיז' את הבניה לכל נקודה שנבחר על ידי הצבת (y - n), (x - m) במקום x, y בהתאמה.

ii.
לנוחות התצוגה מתכננים את בניית שני המישורים 'הנתונים' בעזרת נקודות בקופסה המרחבית.

iii.
בוחרים שני מישורים דרך O ומחפשים מישור שלישי העובר דרך O ויוצר עם שני המישורים זוויות השוות לזווית בין המישורים הנתונים.

iv.
בלי הגבלת כלליות בוחרים את וקטור המקדמים כך שהרכיב הראשון בו שווה ל 1, כלומר  u_:= [1, b, c].

v.
בחישוב הזויות מעלים את הביטויים בריבוע (בגלל השורש).

2.
(ראו קובץ  teacher9-4B.dfw)

ניתוח הבנייה

i.
בוחרים שלושה מישורים בעלי אותם מקדמים c ,b ,a, רק בשינוי סדר (תחבולה זו מורידה מיד את מספר הנעלמים בבעיה).

ii.
בלי הגבלת כלליות קובעים את האיבר החופשי במשוואות d = 1.

iii.
התחבולה בבחירת המקדמים היא מועילה ביותר כי היא נותנת כפי שרואים בשורות #11-#6 – זוויות שוות בין המישורים!
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