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8.
מפגש הגבהים               מדריך למורה

מטרות ומבנה היחידה

מטרת היחידה לשלב שיטות מגיאומטריה סינתטית, גיאומטריה אנליטית וחשבון וקטורים בטיפול בבעיות הקשורות לנקודות מיוחדות במשולש. המשפטים הקלאסיים מקבלים משמעות וקטורית ומובילים למשפטים חדשים המקבלים את משמעותם בשפה הוקטורית.

בפעילות 8.1 נמצא את מרכז המעגל החוסם משולש (מפגש האנכים האמצעים) בכלים של גיאומטריה אנליטית ובגישה וקטורית העושה שימוש במכפלה סקלרית. פעילות 8.2 מקבלת את משמעותה רק בשפה הוקטורית: מוכיחים כי "סכום הרדיוסים" שווה ל"סכום האנכים האמצעיים". פעילות 8.3 היא שחזור ההוכחה הקלאסית לכך שהגבהים במשולש נפגשים (כאנכים אמצעים בו המשולש המקורי הוא משולש קטעי האמצעים). בפעילות 8.4 מגבשים את השיטות שטופלו בפעילויות הקודמות תוך כדי גילוי קשר מעניין בין מפגש הגבהים ומפגש האנכים של האמצעים שהוא בעל משמעות רק בגישה וקטורית.

פעילות 8.1 – מפגש האנכים האמצעיים במשולש

למורה
ניתן למצוא משוואת אנך אמצעי לקטע בגישת הגיאומטריה האנליטית: אם ( y,x)M היא נקודה כלשהי על האנך האמצעי, שהוא המקום הגיאומטרי של כל הנקודות הנמצאות במרחקים שווים מקצות הקטע PQ, אז משוואתו היא:
 |M - P| = |M - Q|
מפגש שני אנכים אמצעיים במשולש ABC מחושב על ידי פתרון מערכת שתי משוואות כאלה. זאת כמובן נקודת המפגש של כל השלושה, כי היא מקיימת
 |M - A| = | M - B| = | M - C|.
שכלול של השיטה ניתן לביצוע על-ידי פתרון של מערכת שלוש משוואות כאלה. למציאת נקודת מפגש האנכים האמצעיים במשולש בגישה וקטורית נשתמש במכפלה סקלרי.
פתרונות (ראו קובץ teacher 8-1.dfw )
א.
בשורה #5 רשמנו שלוש משוואות במתייחסות לריבועי המרחקים כדי לא להסתבך עם שרשים. שורה #6 התקבלה משורה #5 על-ידי פקודת פישוט המאפשרת לתוכנה לטפל במשוואות הלינאריות המתקבלות. המחשב פותר את שלוש המשוואות בשני הנעלמים 'בקלות'. משמעות קיום הפתרון היא, כי הישרים, המתוארים על-ידי שלוש המשוואות הלינאריות, נחתכים בנקודה אחת!

ב.
לשרטוט המשולש רשמנו את שורה #10.

לשרטוט שלושת האנכים האמצעיים הגדרנו את הנקודה M על סמך הפתרון לעיל ורשמנו את משוואת האנכים. 

שרטוט המעגל התקבל 'בדרך אלגנטית' בעזרת הביטוי בשורה #16.

יש לוודא שהאפשרות Simplify Before Plotting מסומנת.



ג.
האנך האמצעי לקטע AB הוא וקטור המקיים:
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בשורה #19 רשמנו מערכת של שלוש משוואות, המתאימות לשלושת האנכים האמצעים במשולש. פתרון המערכת (הפעם – ללא צורך בפישוט המשוואות מאחר והביטויים אינם כוללים 'שורשים') נותן את מפגש האנכים.

בשורה #23 רשמנו ביטוי המאפשר שרטוט מיידי בחצים של שלושת הוקטורים (האנכים האמצעים).



 
היבט נוסף
 
מאחר והשירות שקבלנו מהמחשב הוא 'מיידי' נוכל לנצל את הזמן להשלמת הוכחת המשפט האומר כי שלושת האנכים האמצעיים במשולש נפגשים, בגישה וקטורית.

נניח כי:
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נוכיח כי:
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הוכחה:
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אם נחסיר את השורה העליונה מהשורה התחתונה נקבל:
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כלומר,
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פעילות 8.2 – סכום הרדיוסים שווה לסכום האנכים האמצעיים

למורה

פעילות זו היא בעלת משמעות, רק בשפה וקטורית. מטרת הפעילות להראות שסכום הוקטורים שמוצאם במרכז המעגל החוסם וסופיהם בקדקודי המשולש ("סכום הרדיוסים") שווה לסכום הוקטורים שמוצאם באותם נקודה וסופיהם באמצעי צלעות המשולש ("סכום האנכים האמצעיים").
ואמנם, במונחים וקטוריים סכום הרדיוסים הוא:

(A - M) + (B - M) +(C - M) = A + B + C - 3M
וסכום האנכים האמצעיים הוא:
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פתרונות (ראו פתרונות בקובץ teacher8-2.dfw )
אנו מחשבים את סכום הרדיוסים וסכום האנכים באמצעיים במשולש מסוים. התלמידים מתבקשים להכליל, כלומר, להעלות השערה שבכל משולש "סכום הרדיוסים" שווה ל"סכום האנכים האמצעיים" ולהוכיח אותה. כדאי להדגיש שהכתיב היעיל להוכחות בגישה וקטורית מתבסס על כך שכל וקטור הוא הפרש של "נקודות" (או וקטור מהראשית אל נקודה).
היבט נוסף

מעניין אם ישימו לב שהתוצאה שהתקבלה ניתנת 'בחינם' להכללה: סכום הוקטורים מנקודה כלשהי במישור אל קדקודי משולש שווה לסכום הוקטורים מאותה נקודה אל אמצעי הצלעות.
היבט נוסף

נביא כאן הוכחה נוספת למשפט "סכום הרדיוסים שווה לסכום האנכים האמצעיים" בעזרת חשבון חצים.
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הפקודה ARROWF גורמת לשרטוט חץ עם אורך ראש קבוע (שאינו פרופורציוני לאורך הוקטור).

הפקודה POS_V או POS_VF גורמת לשרטוט וקטור המקום (שמוצאו בראשית הצירים).
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צ"ל 
(A - M) + (B - M) + (C - M) = (D - M) + (E - M) + (F - M)

הוכחה:
A - M = (E - M) + (A - E)


A - M = (F - M) + (A - F)


B - M = (F - M) + (B - F)

B - M = (D - M) + (B - D)


C - M = (E - M) + (C - E)


C - M = (D - M) + (C - D)

2((A - M) + (B - M) + (C - M)) =


2((D - M) + (E - M) + (F - M)) + ((A - E) + (C - E)) + ((A - F) + (B - F)) + ((B - D) + (C - D))


0
0
0


מ. ש. ל.

דרך אחרת לקבל את ההוכחה היא להסתמך על כך ש:
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פעילות 8.3 – מפגש הגבהים במשולש
למורה

אנו פותחים את הפעילות במשמעות הוקטורית של המשפט המוכר מהגיאומטריה הקלאסית – שלושה הגבהים במשולש נפגשים בנקודה אחת. על התלמיד להבין כי שלוש המשוואות הלינאריות במשתנים x ,y  הן משוואות הגבהים. 

בדרך כלל אין לצפות לפתרון של מערכת שבה יש יותר אילוצים מנעלמים, אבל מאחר ויש לנו סיבה גיאומטרית, בהסתמך על פגישת הגבהים, נוכל לטעון שתמיד יהיה פתרון למערכת שלוש משוואות לינאריות בשני נעלמים שנוצרה בדרך כזו.

ההכללה המתבקשת היא בעצם שחזור ההוכחה הקלאסית לכך שהגבהים במשולש נפגשים כאנכים אמצעיים במשולש בו המשולש המקורי הוא משולש קטעי האמצעים.

פתרונות (ראו קובץ teacher8-3.dfw)
א.
לבניית משוואת גובה במשולש משתמשים במכפלה סקלרית.


משוואת הגובה לצלע AB היא:  
 (H - C)(A - B) = 0
מערכת המשוואות בשורה #6, לאחר פישוט, היא למעשה מערכת שלוש משוואות לינאריות בשני נעלמים (שורה #7). את הפתרון אפשר לקבל בהפעלת Solve [image: image15.png]EIES
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 על שורה #6 או על שורה #7.

הפתרון נותן את שיעורי נקודת המפגש של הגבהים במשולש הנתון.

ב.
בונים את המשולש 1C1B1A שבו המשולש ABC מהווה משולש קטעי האמצעים. את משוואות הגבהים במשולש ABC ניתן עתה לקבל כמשוואת האנכים האמצעיים במשולש 1C1B1A. ואמנם בשורות #17-#16 קיבלנו את משוואת האנך האמצעי ל A1B1 ובשורות #19-#18 את משוואת הגובה ל AB במשולש ABC – והמשוואות שקולות. תוצאה זו מובילה לקיום נקודת מפגש של הגבהים במשולש.
ג.
ההוכחה הכללית (הקלאסית) בגישה וקטורית היא קצרה ואלגנטית. A, B, C הן שלוש נקודות שאינן על ישר. שורה #24, המתאימה למשוואת גובה, מתקבלת על ידי פישוט שורה #23 ולכן שקולה לה.

פעילות 8.4 – מה בין מפגש הגבהים למפגש האנכים האמצעיים
למורה

גם פעילות זו מקבלת את משמעותה בשפה הוקטורית. מטרת הפעילות לכוון את התלמידים להוכיח שהוקטור MH_ המחבר את נקודת פגישת האנכים האמצעיים עם נקודת מפגש הגבהים שייצוגו האלגברי H –M, שווה ל"סכום הרדיוסים" במשולש. פעילות זו, מסכמת ומגבשת נושאים שטופלו בפעולות הקודמות ביחידה. הנקודות המיוחדות במשולש הן מקור עשיר למשפטים ובעיות מעניינות הניתנות לטיפול בכלים גיאומטריים סינתטיים, בגיאומטריה אנליטית ובחשבון וקטורים.



התלמידים מתבקשים לגלות את התכונה במקרים פרטיים. יש לעודד אותם, ולהדריך אותם להוכיח את המשפט בעזרת הידע שרכשו בפעילויות הקודמות. בטרם נציג כאן את ההוכחה, נוסיף עוד, כי ניתן להשתמש בתכונת הוקטור _MH גם בכוון הפוך, כדי לתת הוכחה נוספת לכך ששלושת הגבהים במשולש נפגשים. לשם כך יש לחפש נקודה H המקיימת 
H - M = (A - M) + (B - M) + (C - H)

ולהראות כי AH, BH ו-CH הם גבהים במשולש.

א.
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ב.
(ראו דוגמה בקובץ teacher.8-4.dfw)
ג.
במשולש ABC, M היא נקודת מפגש האנכים באמצעיים ו H היא נקודת מפגש הגבהים.


צ"ל:
 H - M = (A - M) + (B - M) + (C - H)

נבנה משולש 1C1B1A, כך שהמשולש המקורי מהווה בו משולש קטעי האמצעים.

הוכחה: 
[image: image19.png]



הוכחה:

על סמך הבניה 

A1= B + (C - A)

B1= A + (A - B)

C1= A + (B - C)

לכן מתקיים
A1B1= -2AB_

B1C1= -2BC_

C1A1= -2CA_

לפיכך, המשולש 1C1B1A דומה למשולש ABC ומתקבל ממנו על-ידי סיבוב ב- 180° ומתיחה פי 2.

לכן מתקיים:

HC1_= -2MC_
HB1_= -2MB_
HA1_= -2MA_ (1)   

הנקודה H היא מפגש האנכים האמצעיים במשולש 1C1B1A, ולכן, כפי שראינו בפעילות 8.2 "סכום הרדיוסים" שווה לסכום האנכים האמצעיים.


(A1 - H) + (B1 - H) + (C1 - H) = (A - H) + (B - H) + (C - H)
(2)
על סמך (1) ו-(2)

(H - A) + (H - B) + (H - C) = (A - M) + (B - M) + (C - M)
(3)

כמו כן מתקיים


H - M = (A - M) + (H - A)

H - M = (B - M) + (H - B)
 
H - M = (C - M) + (H - C)
נחבר ונקבל
3(H - M) = ((A - M) + (B - M) + (C - M)) + ((H - A) + (H - B) + (H - C))
על סמך (3)

3(H -M) = ((A - M) + (B - M) + (C - M)) + 2 ((A - M) + (B - M) + (C - M))
ולכן,


H - M = (A - M) + (B - M) + (C - M)
מ.ש.ל.
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