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6.
וקטור המקדמים             מדריך למורה

מטרות ומבנה היחידה

א.
ללמוד על תכונת וקטור המקדמים של משוואת ישר ומשוואת מישור.

ב.
להיעזר בתכונת וקטור המקדמים כדי למצוא משוואת מישור כתבנית.
ג.
להיעזר בתכונת וקטור המקדמים כדי לפתח נוסחאות לחישוב מרחק נקודה, מישר במישור ומרחק נקודה ממישור במרחב.
ד.
להשתמש בנוסחת המרחק בבעיות במישור ובמרחב.

ה.
להיעזר בתכונת וקטור המקדמים לחישוב זווית בין שני מישורים נחתכים.

בפעילות 6.1 התלמידים לומדים כי וקטור המקדמים של משוואת מישור ניצב לכל וקטור במישור, כלומר המכפלה הסקלרית של וקטור המקדמים בוקטורים השונים במישור היא אפס. 

בפעילות 6.2 מוכיחים תכונה דומה של וקטור המקדמים לגבי משוואת ישר ונעזרים בה לפיתוח נוסחה למרחק בין נקודה וישר במישור.

בפעילות 6.3 מפתחים התלמידים נוסחה לחישוב מרחק נקודה ממישור במרחב ומשתמשים בה למציאת מרחק בין שני ישרים מצטלבים.

בפעילות 6.4 מיישמים את הנלמד לבניית מעגל חסום במשולש בהסתמך על תכונת חוצה זווית כמקום גיאומטרי.

בפעילות 6.5 ניישם את הנלמד לחישוב בין שני מישורים נחתכים.

פעילות 6.1 – תכונת וקטור המקדמים של משוואת מישור
למורה
מטרת הפעילות היא לגלות את התכונה של וקטור המקדמים u_:= [a, b, c] של משוואת מישור
 ax + by + cy = d
וקטור המקדמים ניצב לכל וקטור במישור. אפשר להיעזר בתכונה זו כדי למצוא משוואה של מישור הנתון בהצגה פרמטרית, או על ידי שלוש נקודות. בפעילות הבאה נשתמש בתכונת וקטור המקדמים כדי למצוא מרחק של נקודה ממישור. ראוי לשים לב כי אם X_:= [x, y, z]  הוא וקטור המשתנים אז u_·X_ = d.

פתרונות (ראו קובץ teacher6-1.dfw)
הקובץ לתלמידים כולל את נתוני השאלה, ושרטוט המישור בתוספת הוקטורים.


(לפני שרטוט המישור, הפעלנו את האפשרות Autoscale New Plot. ביטלנו את האפשרות לאחר מכן כדי לא לשנות את ממדי הקופסה.)

בסעיף א' מוצאים את משוואת המישור בצורת התבנית  ax + by + cz = d, על-ידי פתרון מערכת משוואות עם שלושה נעלמים.

בסעיף ב' נוכחים לדעת, כי המכפלה הסקלרית של וקטור המקדמים בוקטורים שונים במישור היא אפס. כלומר, הוקטור [a, b, c] ניצב לוקטורים במישור.

באופן כללי עבור שתי נקודות במישור מתקיים:


ax1 + by1 + cz1 = d


ax2 + by2 + cz2 = d
לכן מתקיים:
  a(x1 - x2) + b(y1 - y2) + c(z1 - z2) = 0

כלומר:
[a, b, c]·[x1 - x2, y1 - y2, z1 - z2] = 0    
היבט נוסף
בשורות #25, #26 הגדרנו נקודה כללית P במישור PL על ידי 

P:= E + s·(G – E) + t·(F – E)

וחישבנו את המכפלה הסקלרית  u_·(P - E) = 0.

מסקנה: וקטור המקדמים u_:= [3, -2, 4] מאונך לכל הוקטורים במישור שמוצאם ב E.

בסעיף ג' בונים וקטור נורמל למישור EN_ וממחישים ויזואלית, כי הוא מאונך לשלושה הוקטורים המשורטטים במישור.

בסעיף ד' משתמשים בתכונה לעיל, כדי למצוא שוב את משוואת המישור הנקבע על-ידי הנקודות E ,F ,G.

פעילות 6.2 – הדגמת מרחק נקודה מישר במישור
למורה

מטרת הפעילות לפתח נוסחה לחישוב מרחק נקודה מישר במישור.

בפעילות הקודמת ראינו, כי וקטור המקדמים של משוואת מישור 
ax + by + cy = d ניצב לכל וקטור במישור. בפעילות זו מוכיחים תכונה זו עבור משוואת ישר ax + by = c
.
לגבי שתי נקודות על הישר מתקיים:


ax1 + by1 = c


ax2 + by2 = c

לכן מתקיים:
  a(x1 - x2) + b(y1 - y2) = 0
כלומר:
  [a, b]·[x1 - x2, y1 - y2] = 0
פתרונות (ראו קובץ teacher6-2.dfw)
ב.
משוואת ישר כללי ax +by = c ניתנת להיכתב בכתיב וקטורי בעזרת מכפלה סקלרית של וקטור המקדמים ווקטור המשתנים  u_· X_ = c.

ג.
פיתוח נוסחת המרחק של נקודה מישר מוצג כהדגמה בשורות #15-#7, והתלמידים מתבקשים להסביר את צעדי הפיתוח: בשורה #10 רשמנו משוואה למציאת ערך t שיתן את שיעורי נקודת החיתוך של השיר L עם הישר  ax + by = c.

חישוב אורך הקטע M1N נותן את מרחק הנקודה 1M מהישר L.

ד.
בסעיף זה נעשה שימוש בנוסחה למקרה פרטי.

פעילות 6.3 – מרחק נקודה ממישור במרחב
למורה

באותה שיטה שמצאנו בפעילות 6.2 נוסחה למרחק של נקודה מישר, יוכלו התלמידים למצוא נוסחה למרחק של נקודה ממישור. 

שימוש בנוסחה מאפשר מציאת מרחק בין שני ישרים מצטלבים. נחזור ונטפל במרחק בין ישרים מצטלבים. נחזור ונטפל במרחק בין ישרים מצטלבים בגישה אחרת ביחידה 7.

פתרונות (ראו קובץ teacher6-3.dfw)
פעילות 6.4 – בניית מעגל חסום במשולש
למורה

מטרת הפעילות להשתמש בנוסחה המרחק בין נקודה וישר, כדי למצוא משוואת חוצה זווית במשולש נתון.

פתרונות (ראו קובץ teacher6-4.dfw)
מרחק נקודה [x1, y1] מישר ax + by = c מתקבל על-ידי
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יש לכוון את התלמידים להמיר את הנוסחה עם ערך מוחלט לשתי אפשרויות: 
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או
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כך יקבלו משוואת שני חוצי זווית (הפנימית והחיצונית).

התלמידים מתבקשים לתכנן כיצד למצוא את משוואת המעגל החסום במשולש נתון בהסתמך על המשפט האומר, כי חוצה זווית הוא המקום הגיאומטרי של כל הנקודות [x, y] הנמצאות במרחק שווה משוקי הזווית (שהן צלעות המשולש).

הדגש במשימה זו הוא על ניתוח הבעיה ושילוב מרכיבים שונים הידועים לתלמידים. השימוש בתוכנה, לחישובים הרבים ולאישור ויזואלי מקל על העבודה ונותן משוב מיידי בכל שלב.
פעילות 6.5 – הדגמת זווית בין מישורים
למורה

ראו קובץ teacher6-5.dfw
מטרת הפעילות להדגים במקרה ספציפי את המשפט הטוען כי הזווית בין שני מישורים שווה לזווית שבין הניצבים למישורים (הנקבעים על-ידי וקטורי המקדמים). לגבי שני המישורים שנבחרו קל לראות בשרטוט שהזווית ביניהן היא קצת פחות מ 45°.

בסעיף א' נבנו אנכים לישר החיתוך בנקודה עליו H:= [5, 5, 0] שכל אחד מהם נמצא באחד המישורים, וחושבה הזווית ביניהם.

בסעיף ב' נבנו אנכים למישורים מנקודה G (שנבחרה לנוחות ההדגמה). רצוי לשים לב לאופן בו נרשמו ההוראות לשרטוט האנכים (#23-#22) תוך שימוש במכפלה סקלרית של וקטורי המקדמים u_, v_. חישוב הזווית בין וקטורי המקדמים נותן אותה תוצאה כמו בסעיף א'.
© כל הזכויות שמורות, מכון ויצמן למדע
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