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5.
ישרים ומישורים             מדריך למורה

מטרות ומבנה היחידה

ליחידה זו תפקיד מרכזי בהוראת נושא הוקטורים. היישומים של הכלים האלגבריים שנלמדו ביחידות הקודמות יתרמו גם להבנת הנושאים העיקריים בהנדסת המרחב, וגם להעמקת ההבנה של תורת הוקטורים האלגבריים.

בפעילות 5.1 בודקים מצב הדדי של ישר ומישור. הקביעה כי ישר מוכל במישור מסתמכת על העובדה שוקטור הכיוון של הישר תלוי בשני וקטורי הבסיס של המישור ומתקשרת למציאת אינסוף פתרונות למשוואה הוקטורית המתאימה.

בפעילות 5.2 לומדים להיעזר בתוכנה לחישוב זווית בין ישר ומישור, תוך הצגת מושג ההיטל. בדוגמה השניה בפעילות, החישוב מראה כי גודלה של הזווית בין הישר והמישור הוא "אפס", ובהדגמת המישור והישר בשרטוט אנו משתדלים לראות שאכן הישר מקביל למישור. הרצון 'לראות' את המקבילים הוביל 'להתחכמות' בפעילות 5.4, אשר מסתמכת על בניית היטל של ישר על מישור בפעילות 5.3.

פעילות 5.3 מתייחסת לא רק להגדרה ולבניה של היטל, כי אם גם מטפלת במספר תכונות בסיסיות של טרנספורמציית ההיטל.

בפעילות 5.4 אנו נעזרים בבניית היטל כדי להדגים ויזואלית ישר מקביל למישור.

פעילות 5.1 –מצב הדדי בין ישר ומישור

למורה
מטרות הפעילות

מטרת הפעילות להבהיר את המשמעות הגיאומטרית והאלגברית של המצבים ההדדיים האפשריים בין מישור וישר הנתונים בהצגה פרמטרית. הפעילות מתבססת על היחידה שעסקה בתלות וקטורים. ואמנם, כאשר הישר מוכל במישור (בסעיף א') יש להסתמך על העובדה שוקטור הכיוון של הישר תלוי בשני וקטורי הבסיס של המישור ולקשר עם המשמעות האלגברית כי למשוואה הוקטורית PL = L1 יש אינסוף פתרונות. הדוגמאות בסעיפים ב'-ד' משלימות את התמונה על שני היבטיה האלגברי והגיאומטרי.

שרטוט המישור נמצא בקובץ והתלמידים מתבקשים לפתוח, על-ידי הקלקה כפולה עליו, את החלון הגרפי התלת-ממדי ולהוסיף לשרטוט את הישרים. (רצוי להוסיף לשרטוט את הישרים מבלי לשנות את גבולות מערכת הצירים, כלומר לבטל את האפשרות Autoscale New Plots).

פתרונות (ראו קובץ teacher5-1.dfw)
א.
כאשר מוסיפים לשרטוט המישור את הישר L1 מתקבל הרושם שהוא מוכל במישור, ואולם סיבוב קל מראה כי לא כך הדבר. הישר נראה חותך את המישור ואכן, פתרון המשוואה PL = L1 הוא יחיד. קל גם לראות בשרטוט ובחישוב אלגברי כי וקטור הכיוון של L1 
u1_:= [5, 0, -5] אינו תלוי בוקטורי הבסיס של המישור, (שורות #15-#10).
ב.
בשרטוט נראה הישר מוכל במישור, אך יש לוודא זאת. ואמנם, אם נסובב את השרטוט נוכל לראות את הישר והמישור 'בפרופיל', מה שמחזק את התרשמותנו. בשורות #20-#18 רואים כי למשוואה הוקטורית PL = L1 יש אינסוף פתרונות שרטוט וקטורי המקום של וקטורי הבסיס של המישור v_ w_, וכן וקטור הכיוון של הישר u_ מדגים את התלות הלינארית של הוקטורים. ואכן בשורות #27-#25 חישבנו את המקדמים של הצירוף הלינארי הנותנים את u1_.

ג.
בדוגמה L3 לקחנו וקטור כיוון שתלוי בוקטורי הבסיס של המישור (בחרנו אותו וקטור כיוון כמו של L2) וחיפשנו נקודה שאינה על המישור [6, 0, 6]. ואמנם גם השרטוט (וסיבובו) וגם פתרון המשוואה הוקטורית PL = L3 מראות כי הישר והמישור אינם נפגשים.

ד.
בסעיף ד' חיפשנו וקטור u4_ המאונך לוקטורי הבסיס של המישור. בשורה #35 רשומה מערכת שתי משוואות המסתמכת על תכונת המכפלה הסקלרית. פתרנו את המערכת עבור c ,b  והצבנו -12 במקום a (#38) וכך קיבלנו וקטור u4_ מאונך למישור (בשורה (#40.


היבט נוסף

בשורה #41 מצאנו בעזרת התוכנה את u4_ על-ידי שימוש במכפלה וקטורית 
CROSS(v_, w_).


הישר L4 נקבע על-ידי הוקטור u4_ והנקודה [6, -11, 5] הנמצאת במישור (כפי שראינו בסעיף ב').

 פעילות 5.2 – זווית בין ישר ומישור

למורה

מטרת הפעילות

מטרת הפעילות להדגים שיטה לחישוב זווית בין ישר ומישור. לזווית בין ישר L והיטלו על מישור PL קוראים הזווית בין הישר והמישור. האנך למישור PL היורד מנקודה B פוגש את המישור בנקודה B1 שנקראת ההיטל של B על PL.

פתרונות (ראו קובץ teacher5-2.dfw)
א.
בשורות #11-#7 נעזרנו במכפלה סקלרית למציאת וקטור u_ מאונך למישור. רשמנו משוואה (#12) למציאת שיעורי נקודת החיתוך של המישור והאנך למישור דרך B. מפתרון המשוואה קיבלנו את הנקודה B1.


שרטטנו את הוקטורים 
[image: image1.wmf]_
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 ו 
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 וסימנו את הזווית בין שני הוקטורים 
[image: image3.wmf]b

, חישבנו אותה בעזרת הנוסחה שפגשנו ביחידה 3:
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(שימו לב, שורה #22 מתקבלת מפישוט שורה #21 ואילו שורה #23 מתקבלת משורה #20 על-ידי 'חישוב מקורב').
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ג.
נרשום הצגה פרמטרית של משוואת המישור העובר דרך H ,G ,F
F + s·(G - F) + t·(H - F)

נמצא וקטור u1_ המאונך למישור (#36-#31) ונחשב את הזווית α בעזרת הנוסחה שמצאנו בסעיף א'. תוצאת החישוב "אפס".

המשמעות הגיאומטרית היא כי הישר מקביל או מוכל במישור. מהתבוננות בוקטורי הכיוון של המישור רואים כי אחד מהם הוא גם וקטור הכיוון של הישר. היות והנקודה [1, 2, -1] אינה מוכלת במישור (#43-#41) נסיק כי הישר מקביל למישור. בשרטוט ניתן לראות זאת במצב סיבוב מסוים. בהמשך בפעילות 5.4 'נתחכם' להצגה הויזואלית של ישר מקביל למישור. אבל, תחילה נלמד על היטל של קטע על מישור במרחב.

פעילות 5.3 – היטל של קטע על מישור במרחב

למורה

מטרת הפעילות להמחיש את טרנספורמציית ההיטל מהנדסת המרחב ולחקור את תכונותיה. בניית ההיטל של קטע וחקירת התכונות של הטרנספורמציה נעשית בכלים האלגבריים שנלמדו בפעילויות הקודמות.

פתרונות (ראו קובץ teacher5-3.dfw)
א.
בשורות #10-#5 מוצאים את וקטור הנורמל ל PL שמסומן u_ (בחרנו x=0.2 להקל על החישוב 'בראש'). בשורה #10 רשומה הוראה המאפשרת לשרטט את הנורמל למישור מהנקודות A ו B. בשורות #17-#12 מוצאים את ההיטל של A ובשורות #23-#18 מוצאים את ההיטל של B.

ב.
ההצגה הפרמטרית של הישר דרך A1 ו B1 היא 
L:= A1 + m(B1 - A1)
ג.
נקודת אמצע הקטע AB סומנה ב C והוגדרה:
C:= 0.5A + 0.5B

חישוב דומה לחישוב בסעיף א' יכול לתת את שיעורי C1 ואז יש להראות כי היא נמצאת על הישר L. בקובץ בחרנו לרשום משוואה #29 שפתרונה ייתן את נקודת החיתוך של אנך מ- C על PL עם הישר L. נקודה זו היא C1.


חישוב פשוט מראה כי C1 הוא אכן אמצע הקטע A1B1
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ד.
נקודה כללית P על הישר L סומנה 
P:= A + k(B - A)


פתרון המשוואה בשורה #39 מראה כי יש נקודת חיתוך לאנך למישור דרך P עם הישר L (שיעורי נקודת החיתוך נקבעים על ידי k). נקודה זו היא ההיטל של P.

ה.
החישוב מראה כי אורך ההיטל A1B1 קטן במקצת מאורכו של הקטע AB. ההסבר הגיאומטרי מתבסס על העובדה שניצב במשולש ישר זווית קצר מהיתר.


הקטע BA2 (המקביל למישור) וההיטל B1A1 שווים בארכם.
פעילות 5.4 – הדגמת ישר מקביל למישור

למורה

בפעילות 5.3 בנינו היטל של קטע על מישור. עתה נשתמש בבניה זו כדי לראות "מעל לכל ספק" כי ישר ומישור נתונים הם מקבילים.

פעילות זו נכתבה על-ידי סרג'יו גרינברג במסגרת קורס במדרשת פיינברג במכון ויצמן למדע.

פתרונות (ראו קובץ teacher5-4.dfw)
א.
תנאי לכך שהישר L יקביל למישור PL הוא כי המכפלה הסקלרית של u_ ו v_ היא אפס (שורה #6). פתרון המשוואה נותן k=10. אם קובעים k:=10 מקבלים את שיעורי הנקודה B, את רכיבי הוקטור v_ ואת משוואת PL.


נרשום בשורה #13 את משוואת הישר L:= A + t·u_, שהצגתו הפרמטרית רשומה בשורה #14. עתה נוכל לשרטט את המישור והישר בחלון הגרפי (שימו לב להדרכה בחומר לתלמיד.)


האם התמונה המתקבלת משכנעת כי הישר והמישור מקבילים זה לזה?


העבירו את השרטוט לחלון האלגברי (Embed ,File)
ב.
למציאת היטלי הנקודות A B  על המישור ניעזר בישרים L1 L2 (#18 ,#16) העוברים בנקודות A ו B (בהתאמה) ומאונכים למישור. חישוב שיעורי נקודות ההיטל A1 B1 נמצא בשורות 
#35-#16.


משוואת הישר (המוכל במישור PL) העובר דרך A1 ו  B1 רשומה בשורה #36. נוסיף לשרטוט בחצים את הוקטורים  AA1_:= [A, A1]  BB1_:= [B, B1] (שורה #38).


נסובב את השרטוט.


האם התמונה החדשה משכנעת?
© כל הזכויות שמורות, מכון ויצמן למדע
ישרים ומישורים - למורה
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