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4.
תלות וקטורים                מדריך למורה

מטרות ומבנה היחידה

1.
המחשת המשמעות של הצגה פרמטרית של ישר.
2.
בדיקת תלות לינארית של וקטורים והבנת המשמעות הגיאומטרית שלה.
3.
המחשת מושג הבסיס והממד של מרחב וקטורי.
4.
ראיית מישור כאוסף של הצירופים הלינאריים של שני וקטורים בלתי תלויים ליניארית.
5.
המחשת המשמעות של הצגה פרמטרית של מישור הנוצר על-ידי שלוש נקודות שונות.
6.
העמקת התובנה של הצגות פרמטריות על-ידי יישומים.
בפעילות הראשונה בונים הצגה פרמטרית של ישר בעזרת וקטור בסיס. בפעילות השניה בונים בהדרגה מישור הנפרש על-ידי צירופים ליניאריים של שני וקטורי בסיס נתונים. רואים על-ידי בדיקת דוגמאות, כי כל ארבעה וקטורים ב- R3 תלויים לינארית. בפעילות השלישית בונים הצגה פרמטרית של מישורים הנוצרים על-ידי שלוש נקודות ופותרים בעיות שונות להבהרת המושגים. בפעילות הרביעית מיישמים את הידע שנלמד על הצגות פרמטריות ושימושיהן.

פעילות 4.1 – הצגה פרמטרית של ישר

למורה
מטרות הפעילות

להדגים בניית הצגה פרמטרית של ישר נתון בעזרת וקטור כיוון, ובניית הצגות פרמטריות (שונות) של ישר מקביל לישר הנתון.

פתרונות (ראו קובץ teacher4-1.dfw)
א.
מוצאים את משוואת הישר הנתון AB: y = x + 3  ומשרטטים אותו. ביחידה 2 ראינו כי לכל נקודה P על הישר נוכל למצוא ערך r כך ש 
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. נדגים זאת בסעיף ג'.
ב.
רושמים את וקטורי המקום A, B, B - A ורואים בשרטוט כי הוקטור B - A (שמוצאו בראשית הצירים) מקביל לישר AB.

ג.
נשתמש בוקטור B - A כוקטור כיוון כדי להגיע אל כל הנקודות על הישר.

ד.
נסמן את וקטור הכיוון על-ידי v_ (שורה #16) ונרשום תבנית בוקטורים A + r·v_ ונפשט אותה. בשורה #18 מתקבל זוג סדור ששיעוריו מבוטאים על-ידי r, המהווה הצגה פרמטרית של הישר. שימו לב כי התוכנה אינה משרטטת אותו מיידית, אלא מבקשת (לאשר או לשנות) את גבולות הפרמטר r.


הקשר בין משוואת הישר y = x + 3 והצגתו הפרמטרית [4r - 1, 4r + 2] יובהר אם נקבע 
ש 4r - 1 = x  ואז  4r + 2 =x + 3.


בשורות #24-#19 רושמים שתי הצגות פרמטריות שונות (המורכבות מנקודה וכפל בסקלר של וקטור הכיוון) של ישר המקביל לישר AB.

ה.
כל הוקטורים על ישר נתון הם כפולות בסקלר של וקטור הכיוון. וקטורים אחרים במישור (פרט לאלו המקבילים לוקטור הכיוון של הישר) אינם תלויים ליניארית בוקטור הכיוון.


בשורות #34-#26 רואים כי כל שלושה וקטורים במישור xy תלויים ליניארית. ואמנם, שני וקטורים בעלי מוצא משותף (ולא על ישר אחד) קובעים מישור וכל וקטור במישור זה תלוי ליניארית בוקטורים אלו.

ו.
הצגה פרמטרית של ישר במרחב מתקבלת באופן דומה להצגת ישר במישור. זוהי הצגה נוחה וטבעית לשרטוט מיידי בחלון הגרפי התלת ממדי (ללא תיבת שיח נוספת כמו בחלון הגרפי הדו ממדי).

היבטים נוספים
אם התלמידים רכשו כבר ניסיון ותובנה של השימוש בשפת התוכנה לפתרון מערכת משוואות, אפשר לוותר על שורה #28 ולהפעיל פקודת solve על שורה #27. כלומר, 

SOLVE(s·u1_ + tu2_ = u3_, [s, t])

בסיכום הפעילות ניתן להתייחס לוקטור הכיוון של ישר כבסיס לכל הוקטורים על הישר.

פעילות 4.2 – צירוף לינארי של שני וקטורים במרחב
למורה

מטרת הפעילות היא בדיקת תלות לינארית של וקטורים והבנת המשמעות הגיאומטרית שלה. בנוסף, היא ממחישה את מושג הבסיס והממד של מרחב וקטורי.

נדגיש את החשיבות של המשמעות הגיאומטרית של תלות לינארית להפנמת המושג. הטיפול האלגברי אינו מספיק, במיוחד מאחר והטכניקה האלגברית המשמשת לבדיקת תלות בין וקטורים משמשת גם להרבה מטרות אחרות. הדיון בכיתה בהקשר לפעילות זו יעסוק במושגים: בסיס, ממד, מישור נפרש ותת מרחב.

פתרונות (ראו קובץ teacher4-2.dfw)

א.
בשרטוט המופיע בקובץ התלמיד רואים את הוקטורים הנתונים (הם משורטטים כוקטורי מקום – שמוצאם בראשית הצירים).

סכום הוקטורים הוא צירוף לינארי שלהם (כאשר שני המקדמים שווים 1).

ב.
ההוראה בשורה #7 מייצרת חצים המתארים צירופים לינאריים שנמצאים בין v2_  ווקטור הסכום (v1_ + v2_).
ג.
שורה 9# מייצרת חצים המתארים צירופים לינאריים שנמצאים בין וקטור הסכום והוקטור v1_ .

שימו לב להנחיות הטכניות לביצוע השרטוטים כפי שהן מופיעות בפעילות לתלמיד.

ד.
מטרת סעיף זה להוביל להצגה פרמטרית של מישור. 

ההוראה בשורה 11# מייצרת פרישה של וקטורים הנוצרים משני הוקטורים היוצאים מנקודה הראשית. מומלץ לנצל את הייצוג המרשים הנפרש על המסך כדי להיכנס לפרטים האלגבריים . לשם כך מתבקשים התלמידים לחשב, בעזרת שורה 12# את הערכים של 25 הוקטורים האלגבריים. בשרטוט רואים, כי בחלק מהמקרים יש מספר חצים על אותו ישר. התבוננות בטבלה מראה, כי בין הצירופים הלינאריים שנוצרים יש וקטורים תלויים.

למשל:  
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עבור אילו ערכי s, t התקבלו הוקטורים הללו?

ה.
ההמשך הטבעי הוא שרטוט 'אוסף כל' הצירופים הלינאריים s·v1_+ t·v2_ שהיא למעשה, הצגה פרמטרית של המישור 'שמתלבש' על החצים ששורטטו מקודם. כדי לוודא שאין כאן תחבולה ויזואלית מומלץ לסובב את השרטוט בחלון הגרפי ולהיווכח כי אכן כל הוקטורים נמצאים במישור הצבוע. רואים כי ראשי החצים בולטים במקצת מחוץ למישור – זאת בשל השיטה בה הם נבנו בעזרת הפונקציה ARROW.


שימו לב להנחיות הטכניות לביצוע השרטוטים כפי שהן מופיעות בפעילות לתלמיד.

ו.
המשוואות הוקטוריות (שכל אחת מהן היא מערכת שלוש משוואות לינאריות בשני נעלמים) המתאימות לשני המקרים הראשונים נותנות פתרון. כלומר, הוקטורים תלויים לינארית בזוג הוקטורים הנתונים. ואולם, למשוואה השלישית אין פתרון, ולכן הוקטור 
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 אינו צירוף לינארי של v1_ ו v2_. 

השרטוט מראה, כי הוקטור אינו נמצא במישור שנוצר על-ידי שני הוקטורים הנתונים. (להבלטת האפקט הגיאומטרי חישבנו וקטור מאונך למישור אותו קיבלנו ע"י חישוב המכפלה הוקטורית של הוקטורים הנתונים וכפל בסקלר).


היבט נוסף

בשלב זה, אפשר לבחון בצורה כללית מהו התנאי לכך שוקטור יהיה צירוף לינארי של v1_ 
ו v2_ (שורות 28#-30#). התגברנו על הקושי במציאת הפתרון על ידי התוכנה, בכך שביקשנו מהתוכנה לפתור את המערכת של שלוש המשוואות לגבי שלושה משתנים t, s, g. הפתרון עבור g מראה את הקשר בין המקדמים של הוקטור הכללי. משמעות הביטוי מתבהרת יותר, כאשר מכלילים את המקרה עבור שני וקטורים נתונים כלליים (שורות 31#-33#).
ז.
מטרת סעיף זה 'להראות', כי כל ארבעה וקטורים ב-R3 תלויים לינארית. ניתן להראות זאת, בעזרת התוכנה, גם בצורה כללית. אבל מרוב 'עצים' (פרמטרים) קשה לראות את 'היער'.
ח.
סעיף זה מקדים את הפעילות הבאה ומדגים הצגה פרמטרית של מישור המקביל למישור שנוצר מקודם. המישור החדש נוצר גם הוא משני הוקטורים v1_ ו v2_ אלא שהפעם מוצאם בנקודה [0, 0, 3].
פעילות 4.3 – הצגה פרמטרית של מישור במרחב
למורה

מטרת הפעילות להמחיש את המשמעות של ההצגה הפרמטרית של מישור הנוצר על-ידי שלוש נקודות שונות. פעילות זו מהווה המשך טבעי לפעילות 4.2 אם מסתכלים על מישור כאוסף כל הצירופים הלינאריים של שני וקטורים בלתי תלויים לינארית נתונים.

בדיון בכיתה, במהלך הפעילות, יש לברר מהו המספר המינימלי של נקודות במרחב היוצרות מישור ומה צריך להיות התנאי לגבי מיקומן של נקודות אלו.

פתרונות (ראו קובץ teacher4-3.dfw)
א.
ההצגות הפרמטריות בשורות #7-#6 מתארות את מישור xy שנוצר על ידי שני הוקטורים שהוגדרו. המישורים בשורות #9-#8 מקבילים למישור הראשון, כי הם נוצרו מאותם וקטורי בסיס.
ב.
באופן דומה, התקבלה הצגה פרמטרית של מישור שעובר דרך הנקודות D ,C ,O
(שורה #14).

ג.
ההצגה הפרמטרית (בשורה #16) אינה מתארת מישור, כי אם ישר, מאחר ושני הוקטורים המרכיבים אותה [3, -4.5, -1.5] ו-  [-2, 3, 1] תלויים לינארית. אותו ישר מתקבל מההצגה הפרמטרית [1, -2, 3] + s·[-2, 2, 1].

ד.
ארבע הנקודות הנתונות בשורה #18 אינן על מישור אחד. הראינו זאת בשתי דרכים – גרפית ואלגברית. בנינו הצגה פרמטרית של מישור העובר דרך שלוש הנקודות G ,F ,E שורות #20-#19. ושרטטנו אותו. כמו-כן בנינו את משוואת הישר העובר דרך הנקודות E 
ו H (שורות #22-#21). רואים, כי הישר אינו מוכל בשרטוט.

בשורות #25-#23 רואים, כי למשוואה הוקטורית (הבודקת אם הנקודה H נמצאת במישור העובר דרך שלוש הנקודות האחרות) אין פתרון.

פעילות 4.4 – יישומים להצגות פרמטריות

למורה

מטרת הפעילות היא יישום הידע שרכשו התלמידים אודות תלות ואי-תלות וקטורים, הצגות פרמטריות של ישרים ומישורים, ומצבים הדדיים ביניהם.

תוצר לוואי מצופה מהפעילות הוא שיפור ההתמצאות במערכת הצירים המרחבית xyz והשליטה בכלים שונים בחלון הגרפי.

הפעילות נושאת אם-כך, אופי מסכם.

פתרונות (ראו קובץ teacher4-4.dfw)
א.
בסעיף א' עושים שימוש בשיטה שנלמדה בפעילות הקודמת לשרטוט מישור הנתון על-ידי שלוש נקודות. מגדירים את המישור PL כתבנית פרמטרית בשורה #3 ומחשבים את התבנית בשלבים (על-ידי סימון חלקים והפעלת [image: image4.png][| e £t st uber vty Sebve G Do Gors iiow b
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   Simplify).


כדי לשרטט את המישור אפשר להפעיל את פקודת השרטוט [image: image5.png]File Edit Inset Set Options Window Help
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 על כל אחת מהשורות #7-#4 (לגבי שורות #6-#4 יש לסמן בתפריט Options את האפשרות Simplify Before Plotting - כלומר פישוט/חישוב לפני השרטוט).


על-מנת לפתח תובנה של תלות וקטורים בהצגה הפרמטרית של PL התלמידים מתבקשים לרשום את ערכי s ו t המתאימים לנקודות A, B, C ולטייל אליהן על גבי המישור.


כאשר t = 0  
ו    s = 0  
מתקבלת הנקודה A

כאשר s = 1
ו    t = 0 
מתקבלת הנקודה B


כאשר s = 0
ו    t = 1 
מתקבלת הנקודה C

ב.
לקביעת המצב ההדדי של הישר L העובר דרך D, E והמישור PL נחשב את הוקטור 
  E - D = [-5, 4, -9]ונבדוק אם הוא תלוי לינארית בוקטורים C - A ,B - A.


מתברר בדרך אלגברית (וגם רואים בשרטוט) כי הישר L:= D + r·[-5, 4, -9] אינו נמצא במישור PL ואינו מקביל לו, כלומר חותך אותו.


כדי לבנות ישר העובר דרך M:=[0, 0, 2], שאינה נמצאת במישור PL, ומקביל למישור הנתון נבנה תחילה מישור העובר דרך M ומקביל למישור PL
PL_M := M + s·(B - A) + t·(C - A)


נמצא את נקודת החיתוך N של PL_M עם L (שורות #28-#25) ונשרטט את הקטע [M, N].
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