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3.
מכפלה סקלרית                 מדריך למורה

מטרות ומבנה היחידה

מטרות היחידה לבסס את מושג המכפלה הסקלרית של וקטורים על-ידי יישומים גיאומטריים, בהם יש לחשב זווית בין וקטורים. התוכנה מחשבת מכפלה סקלרית באמצעות הרכיבים וניתן בקלות לחשב זווית בין שני וקטורים באמצעות הנוסחה: 
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כדי להיעזר בתוכנה יש לעבור לשימוש בקואורדינטות ולהבהיר מדוע אין זה פוגע בכלליות הפתרון. אפשר לשלב שרטוטים בעזרת חצים במקביל לפתרון בעזרת קואורדינטות ולדון ביתרונות ובקשיים בכל שיטה.

בפעילות 3.1 משתמשים בכלי התוכנה הדרושים לחישוב ולשרטוט. בפעילות 3.2 מיישמים זאת בבעיית חישוב זווית בפירמידה ובפעילות 3.3 מטפלים בנוסחת השטח למשולש במרחב וחוקרים את האפשרויות לחישובים בעזרתה.

פעילות 3.1 – חישוב זווית בין שני וקטורים
למורה
התוכנה מחשבת מכפלה סקלרית בדרך אלגברית, כלומר כסכום מכפלות הרכיבים. ניתן להיעזר בה לחישוב זווית בין וקטורים וכמובן ניתן לראות זאת בשרטוט. 

פתרונות (ראו קובץ teacer3-1.dfw)
א.
בשורה #3 הגדרנו משתנים לייצוג הרכיבים של הוקטורים. בשורות #4, #5 הגדרנו שני וקטורים אלגבריים ובשורה #6 קיבלנו את המכפלה הסקלרית באמצעות הרכיבים. בשורה #7 בחרנו ערכים מספריים וחישבנו את המכפלה הסקלרית (#8).


בשורות #9, #10 רשמנו את הוקטורים u_, v_ באמצעות רכיביהם.

בשורת #11, #12 רשמנו הוראה לשרטוט הוקטורים כקטעים מכוונים שמוצאם בראשית. כך אפשר לראות את 'אורכי' הוקטורים ואת הזווית שביניהם.

ב.
בשורות #19–#14 חישבנו את אורכי הוקטורים.


בשורה #20 ביטאנו את cosα בעזרת הסימונים האלגבריים וכך חישבנו את cosα עבור הערכים שבחרנו. כדי לחשב את הזווית במעלות קבענו בשורה #22: Angle:=Degree.

ברירת המחדל של התוכנה לחישוב זוויות הוא ברדיאנים. שינוי הברירה ניתן להיעשות גם באמצעות פקודת Declare (הצהר) מהתפריט הראשי:          (Declare→Simplificatio Settings→Angular Unit.

בשורה #23 אנו רואים שהתוכנה מבטאת את הזווית בעזרת הפונקציה ACOT
(arc-cotangent), לכן עברנו לחישוב מקורב #24 (אחרי ששינינו כבר מקודם את מספר הספרות בייצוג עשרוני ל 4).

ג.
סעיף זה נועד לתרגל את שנלמד בסעיפים הקודמים.


בקובץ למורה שרטטנו הפעם את הוקטורים בעזרת ההוראה POS_V ('וקטור המקום') אשר משרטטת וקטור u_= [u1, u2, u3] כך שמוצאו בראשית וקצהו בנקודה ששיעוריה רכיבי u_.

 פעילות 3.2 – שימוש גיאומטרי
למורה

מטרת הפעילות להדגים את השימוש בתוכנה לחישוב זווית בין וקטורים באמצעות קואורדינטות במערכת צירים. נתוני השאלה עוזרים לקבוע קואורדינטות נוחות, לשרטט את הפירמידה, לראות איזה זווית יש לחשב ולבצע את החישוב בעזרת המחשב.

אין כאן ניסיון לטעון, כי הפתרון המתואר עדיף על הפתרון בעזרת חשבון חצים. כל פתרון דורש מיומנויות שונות ושליטה בשתי השיטות הוא המצב האידיאלי. הפתרון בעזרת קואורדינטות מחייב את התלמיד להבהיר לעצמו מדוע המעבר לקואורדינטות אינו פוגע בכלליות הבעיה, הבהרה זו תורמת לחיזוק הבנתו את מושג מחלקות השקילות של וקטורים.

פתרונות (ראו קובץ teacher3-2.dfw)
הקובץ כולל שרטוטים מתאימים לבעיה שבוצעו על ידי התוכנה. שימו לב לכתוב השונה בשורות #4, #6. משורה #4 קיבלנו בשרטוט את המקצועות ומשורה #6 התקבל המשולש המלא.)

בשורה #4 רשומים 8 הקטעים המופעים בשרטוט. הם שורטטו אחד אחרי השני.

המשולש הצבוע EBM התקבל משרטוט הרשומה בשורה #6. חישוב הזווית 37.45° נעשה בשורות #11–#7.

להלן חישוב הזווית בעזרת חצים (או שרטוט):

נסמן:  
 u_:= B - A     v_:= D - A      w_:= E - A
 
החצים המתארים את הוקטורים  w_, v_, u_  שורטטו בעזרת ההוראות בשורות #15-#13.
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EMB)
נתון כי:  
|u| = 1     |v| = 2
לכן 
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פעילות 3.3 – שטח משולש במרחב
למורה

פתרונות (ראו קובץ teacher3-3.dfw)
א.
בפעילות 3.1 חישבנו זווית α בין ווקטורים אלגבריים על ידי מציאת cosα.

לחישוב שטח משולש באמצעות הנוסחה הטריגונומטרית
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אין הכרח למצוא את הזווית; אפשר לבטא את sinα על-ידי 
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. תחבולה זו מובילה לנוסחה קלה לשימוש.
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במקום cosα נרשום 

[image: image22.wmf]|

_

v

|

|

_

u

|

_

v

_

u

×



[image: image23.wmf]2

2

2

2

2

2

_)

v

_

u

(

|

_

v

|

|

_

u

|

2

1

|

_

v

|

|

u

|

_)

v

_

u

(

1

|

_

v

|

|

_

u

|

2

1

×

-

×

=

×

×

-

×

=


ב.
בסעיף ב' יש ליישם את הנוסחה עבור שני משולשים ששיעורי קדקודיהם הם מספרים שלמים. בראשון מתקבל ביטוי אי-רציונלי ובשני מספר שלם.

ג.
האתגר לתלמידי הוא כיצד למצוא דוגמאות 'יפות' (הנותנות שטח שהוא מספר שלם). נתאר פה את ההיוריסטיקה למציאת דוגמה מתאימה (טיפול שיטתי יותר מסתמך על משולשים הירוניים). יש להתגבר גם על 'השורש' וגם על החלוקה ב 2. לכן יש לבחור שני וקטורים כך שהשורש של מכפלת ריבועי האורכים שלהם פחות ריבוע המכפלה הוא מספר זוגי.


בדוגמה השניה בסעיף ב' מתקיים:
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(שימו לב – המספרים 6 ,8 ,10 מהווים שלשה פיתגורית.)

שיטה פחות מתוחכמת היא לכפול את שיעורי הנקודות F ,E ,D במספר מסוים. השטח החדש יגדל פי הריבוע של המספר בו כפלתם את שיעורי הנקודות.
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