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2.
יישומים גיאומטריים                    מדריך למורה
מטרות ומבנה היחידה

חשבון הוקטורים מעמיד לרשותנו כלי נוח לטיפול אלגברי בבעיות גיאומטריות. בעזרת חיבור וחיסור וקטורים וכפל וקטור בסקלר נוכל להוכיח משפטים בגיאומטריה אנליטית.

פעילות 2.1 היא פעילות מקדימה שנועדה להבהיר לתלמידים את המשמעות הגיאומטרית של חלוקת קטע, ומפתחת נוסחה לחישוב שיעורי נקודה P המחלקת קטע ביחס נתון k.

בפעילות 2.2 מוכיחים משפט והיפוכו על משולש במישור בעזרת חשבון וקטורים, ונעזרים במנגנון החישוב של התוכנה לחישוב מקרים פרטיים והכללתם, ובמנגנון הגרפי לשרטוטים מתאימים. בפעילות זו מחשבים שיעורי נקודה המחלקת קטע ביחס נתון בדרך אחרת: בתור צירוף ליניארי של שני וקטורים שמוצאם בנקודה מחוץ לקטע וסופם בקצותיו.

בפעילות 2.3 מוכיחים משפט ידוע בהנדסה, על פגישת התיכונים, לגבי משולש במרחב ומגלים את הקשר בין שיעורי הקדקודים ושיעורי מרכז הכובד של משולש. הטיפול בנושא משלב ייצוגים אלגבריים וגיאומטריים וכולל גילוי תכונות נוספות מעבר למשפט העיקרי.

פעילות 2.1 – חלוקת קטע ביחס k

למורה
מטרת הפעילות להשתמש בנוסחה לחישוב שיעורי נקודה P המחלקת קטע נתון ביחס k, כדי לחקור את השפעת הערך של k על מיקום הנקודה P.

גם כאן, בחרנו לייעל את העבודה על-ידי פתיחת קובץ מוכן student2-1A.dfw הכולל גם שרטוט מתאים לשימוש בחקירת המקרים השונים. כדי לקשר בין פעילות 2.1 לפעילות הבאה הוספנו לפעילות חלק שני בקובץ 2-1B שבו מתקבלת נוסחה ל P המבוטאת על ידי הנקודות A, B עצמן ולא בעזרת שיעוריהן.

פתרונות (ראו קובץ teacher2-1A.dfw)

המשוואה הוקטורית בשורה #5 מבטאת את הדרישה שהנקודה P תחלק את קטע AB ביחס k. שורה #6 התקבלה מ #5 על-ידי פישוט וממנה אנו רואים כי מדובר, במערכת שתי משוואות פרמטריות בנעלמים x, y. פתרון המשוואה בשורה #5 (או המערכת ב #6) נותן פתרון כללי עבור x, y (בשורה #8). בשורה #9 הגדרנו נקודה P כללית עבור קטע AB כלשהו ויחס חלוקה k.

בשורה #11 נקבעו ערכים עבור שיעורי A, B. לפיכך, פישוט (חישוב) שורה #9 נותן נוסחה כללית לשיעורי P בהתייחס לקטע הנתון.

הצבת 
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1

k

=

 בנוסחה שקיבלנו נותנת את הנקודה 
[image: image2.wmf]]
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 שנמצאת בתוך הקטע, קרוב ל A.

הצבת k = 1 ממקמת את P באמצע הקטע.

הצבת k = 2 מקרבת את P לנקודה B, עדיין בתוך הקטע.

הצבת 
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 מוציאה את P מחוץ לקטע, אבל על הישר, מעבר ל A.

בסעיף ג' (#31-#23) פועלים בכיוון הפוך.

מחפשים את הערך של  kשימקם את P בנקודה מסוימת (קרובה ל B). לשם כך רושמים משוואה לגבי שיעור x  #23 ופותרים אותה לגבי k, מתקבל k = 9. אפשר להציב k = 9 בנוסחה לחישוב שיעור y ולאמת שמתקבל הערך 2.5, או לפתור משוואה נוספת (#27).

בסעיף ד' התלמידים יגששו עד שימצאו דוגמה מתאימה, למשל k = -11  (#35-#33), לנקודה שתעבור קצת מעבר ל B.

בדיון שיתעורר בעקבות הפעילות יוכלו לסכם כי כאשר k > 0 הנקודה P בתוך הקטע. וכאשר k < 0 הנקודה P מחוץ לקטע: עבור  |k| < 1 P תהיה לפני A ועבור  |k| > 1 P תהיה מעבר ל B. עבור  k = 0 P מתלכדת עם A, ואולם הנקודה P לא תוכל להתלכד עם B, רק להתקרב אליה עבור ערכי |k| הולכים וגדלים.

פתחו קובץ teacher2-1B.dfw
בסעיף א' עוסקים בקטע AB כללי ומחשבים ביטוי לנקודה P עבור ערכי k שונים. רואים כי עבור k=1 מתקבלת הנקודה 
[image: image4.wmf]2
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 (שהיא אמצע הקטע).

משמעות התוצאה המתקבלת עבור k=-1 היא כי הנקודה P צריכה להתרחק "עד אינסוף" מאוד מן הנקודות. אפשר להציב ערכים קרובים ל -1 בדוגמה ספציפית ולהיווכח בתוצאות המתקבלות.

בסעיף ב' ניתנת אפשרות נוספת לתרגול והעמקה של המושג תוך כדי שחזור השרטוט הנתון. נקודות החלוקה התקבלו עבור:

K=1,   k=2,   k=9,   k=-2,   k=-0.2

פעילות 2.2 – משפט והיפוכו

למורה

א.
פעילות זו היא המשך לפעילות 2.1. יש להראות כי אם נקודה P נמצאת על הצלע AB, 
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 במשולש ABC, אזי: 
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המשפט ההפוך:

נתון משולש ABC. אם נקודה P המקיימת 
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 כאשר a + b = 1, אז הנקודה נמצאת על הצלע AB.

הוכחה: נסמן    a = 1 - t      b = t
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כלומר, P היא על AB.

ההוכחה בעזרת חשבון וקטורים היא אמנם קצרה ואלגנטית, אבל אינה אינטואיטיבית והתלמידים מתקשים לעקוב אחרי התהליך המוביל אל המסקנה. התוכנה הסימבולית עשויה לעזור בכך, כאשר מטפלים תחילה במקרים פרטיים ואחר-כך מכלילים.

ב.
(ראו קובץ teacher2-2.dfw)
שורות #3, #4 והשרטוט נמצאים בקובץ שנפתח על-ידי התלמידים.

פתרון המשוואה (בשורה #7) נותן בשורה #9 את שיעורי הנקודה P עבור 
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. הנקודה 
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 נמצאת, כמובן, באמצע הצלע AB.

ג.
שורות #16-#12 מטפלות בדוגמאות בהן השתנו מקדמי הצירוף הליניארי a, b.

הפעם לא הגדרנו את הנקודה Q  על ידי שיעורי x, y – אלא קבענו כי המשתנה Q הוא וקטור Q:ε Vector.

הסימן ε (epsilon) נמצא בלוח האותיות היווניות בתחתית המסך, יש לרשום אות V  גדולה.

כאשר מפעילים את הפקודה Solve ומבקשים לפתור את המשוואה (#14) עבור Q מקבלים מיד 
[image: image20.wmf]]
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התלמידים ינסו לבדוק מקרים שונים ויסיקו כי הטענה נכונה לכל a, b חיוביים שסכומם 1.

ד.
עתה הזמן לברר מדוע בחירת קדקודי המשולש אינה משנה את כלליות הטענה (שכאמור הוכחה כבר באופן כללי). בשורות #28-#18 חזרנו על הטיפול הקודם למשולש כללי המוגדר בדרך אנליטית. פתרון המשוואה (בשורה #21) נותן ביטויים לשיעורי P שבהם נמצאים רק שיעורי הנקודות A וB . בשורה #26 מחשבים את הוקטור  ובשורה #28 רואים כי אכן 
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הערה:

אפשר לנסח את המשפט בדרך אחרת:

אם P נמצאת בתוך הקטע AB אזי קיימים a, b חיוביים שסכומם 1 כך ש  P=a·A + b·B 

(כלומר כל נקודה בתוך קטע היא ממוצע משוקלל של קצות הקטע).

ואמנם אם P נמצאת בתוך הקטע AB קיים 0 < k < 1  כך ש  P - A = k(B - P) 

ולכן 
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אם נסמן 
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  נקבל  P = a·A + b·B כאשר a, b שניהם חיוביים וסכומם 1.

פעילות 2.3 – מרכז הכובד של משולש

למורה

פעילות זו בנויה כמשימת חקר שבה מוכיחים תוך כדי התנסות בדוגמאות את המשפט על פגישת התיכונים במשולש, במקרה זה במרחב. התוצאה 
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 מתקשרת בצורה ברורה למושג הפיסיקלי, מרכז הכובד של משולש אחיד ABC.

חשוב לסכם את תוצאות החקר בכיתה. ניתן להשתמש בפעילות להסבר ובהדגמה על-ידי המורה.

פתרונות (ראו קובץ teacher2-3A.dfw)

א.
בשורות #16-#5 מחשבים את שיעורי הנקודה G המחלקת את התיכון AD ביחס של 2:1. הוספת הוקטורים לשרטוט ממחישה את התוצאה במשולש המרחבי.

ב.
בשורות #21-#18 חוזרים על התהליך עבור התיכון CE בסימונים המתבססים על הנקודות עצמן ולא על שיעוריהן, ולכן החישוב קצר יותר. מתברר שנקודת החלוקה G ו H מתלכדות. מכאן מסיקים ששלושת התיכונים במשולש הנתון חייבים להיפגש בנקודה אחת.

ד.
התלמידים מתבקשים לחזור על החישובים לגבי משולש נוסף לפי בחירתם ואח"כ גם לגבי משולש כללי #30-#24.

ה.
(ראו קובץ teacher2-3B.dfw)

נקודת מבט נוספת לחקירת הנושא מוצגת בסעיפים ה', ו' (#59-#43). תחילה מוכיחים כי אם נתון משולש ABC והנקודה Q מוגדרת על-ידי
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אז לגבי כל נקודה P מתקיים 
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ואחר - כך ממחישים זאת בשרטוט.

ומכאן, כאשר בוחרים בתור P באחד מקדקודי המשולש, למשל A רואים, על-ידי בדיקה, כי הנקודה Q מחלקת את התיכון AD ביחס של 2:1.

רצוי לכוון את התלמידים לניסוח הוקטורי:
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שמשמעותו כי Q נמצאת על כל תיכון במרחק 
[image: image31.wmf]3
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 מקדקודו.
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