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1.
פעולות בוקטורים

מבוא
ביחידה זו נכיר תחילה את התוכנה Derive ואת הכלים והפקודות שיעזרו לנו בלימוד וקטורים. נבהיר מספר מושגי יסוד הדרושים לטיפול בוקטורים ונעמוד על משמעותם הגיאומטרית. בפעילות 1.1 נראה שסכום שני וקטורים גיאומטריים בעלי נקודה משותפת שקול לאלכסון המקבילית שצלעותיה הם שני הוקטורים הנתונים. בפעילות 1.2 נבדוק את השפעת כפל וקטור גיאומטרי בסקלר ממשי. פעילות 1.3 מדגימה מחלקות שקילות של וקטורים במישור. בפעילות 1.4 ו 1.5 ניישם את המושג שוויון וקטורים במישור ובמרחב.

רשימת הפעילויות:

פעילות להכרת הסביבה הממוחשבת

פעילות 1.1 – חיבור שני וקטורים במישור

פעילות 1.2 – כפל וקטור בסקלר

פעילות 1.3 – הדגמת מחלקת שקילות של וקטורים במישור

פעילות 1.4 – מציאת קדקודי מקבילית במישור

פעילות 1.5 – מציאת קדקודי תיבה במרחב

פעילות להכרת הסביבה הממוחשבת

הסביבה הממוחשבת נקראת Derive והיא תעזור לנו ללמוד על וקטורים.

פתחו את הקובץ new-vec.dfw עם פתיחת הקובץ מתקבל החלון האלגברי של התוכנה Derive.

[image: image1.png]0 Mathemat

- Derive 5 - [Algebra 1]

Fie Edt Inset Auhor Simpliy Scive Caleuus Declare Options Window Help

(N2 == [ 7 o

Press Fi for Help

[0l <]n] ] <] o [ [x] o] s [s] [ [
DOGOEENOC N

x B RS i R N
[=[of x| 2 =|x[x|5[x]¥ ﬂJJJJﬂﬂﬂJJJJJﬂJ

o =
mmm wn o meolwm
1t 2 ivysaa

]
A

!

Kl

1 cbject() selected

BiStan| By Conpue | 201 W] 30w

[ e o, | g7 iessar o[y Dome s

WU 1:3aM




בטבלה שלפניכם נפרט את סימון המושגים בתוכנה Derive.

	הערות
	סימונים ב Derive
	מושגים

	רכיבי הוקטור הם שיעורי הנקודה
	A:= [a1, a2]
A:= [a1, a2, a3]
	נקודה במישור

נקודה במרחב

	AB_ הוא וקטור שמוצאו A וסופו B
	AB_: = [A, B]
	וקטור גיאומטרי

	רכיבי הוקטור הם

[b1-a1,...                 ]
	u_: = B - A
	וקטור אלגברי

	סימן הערך המוחלט משמש גם לחישוב מרחק בין נקודות
	|B - A|  או  |u_|
	אורך וקטור


תרגיל 1: משולש במישור

א.
קדקודי משולש ABC הם:


A:= [-2, 1]


B:= [2, -3]


C:= [6, 5]

רשמו את הנקודות בחלון האלגברי.


רישום ביטוי על המסך:


רישום ביטוי נעשה כאשר הסמן נמצא בשורת העריכה. (אם הסמן אינו בשורת העריכה, העבירו את העכבר לשורת העריכה והקליקו עליו.)


הקלידו        A:= [-2, 1]

הקישו Enter כדי להעביר את הביטוי לחלון האלגברי.

ברצוננו לשרטט את המשולש.
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פתיחת חלון גרפי (דו ממדי) וחלוקה אנכית של המסך:


הקישו על [image: image3.wmf] לפתיחת חלון גרפי.


מתפריט Window בחרו Tile Vertically – החלון הגרפי יופיע לצד החלון האלגברי.


מעבר בין החלונות (או שורת העריכה) נעשה על ידי הקשה עם העכבר.


שרטוט נקודות וקטעים:


שרטוט נקודה: סמנו בעזרת העכבר את הנקודה A בחלון האלגברי והקישו על [image: image4.wmf] לעבור לחלון הגרפי ושוב הקישו [image: image5.wmf]  (Plot) לשרטוט הנקודה.

שרטוט קבוצה של נקודות: כדי לשרטט קבוצת נקודות בפעולה אחת רשמו בשורת העריכה את כל הנקודות בתוך סוגריים מרובעים  כאשר ביניהן פסיקים [ A, B, C ] ושרטטו [image: image6.wmf].


שרטוט קטעים בין נקודות: לסרטוט צלעות המשולש – יש לשרטט את הנקודות מחוברות, כלומר יש לעבור למצב Connect.


מעבר למצב Connect:


בחרו בתפריט החלון הגרפי  ב Options.


בתפריט שנפתח בחרו ב Display ובו בחרו Points. בחלון שנפתח אשרו Yes לגבי האפשרות Connect.


תוכלו לשנות את גודל הנקודות לפי האפשרויות: Small ,Medium ,Large. בחרו Small.

עתה רשמו [ A, B, C, A ] (כדי שהמשולש ייסגר) ושרטטו  [image: image7.wmf].

הצעת ייעול: סמנו את השורה בה רשום [A, B, C] והקישו F3 להעתקת הביטוי לשורת העריכה. הוסיפו את הדרוש והקישו Enter.


סימון נקודות בסרטוט ע"י אותיות:


הקליקו עם העכבר בנקודה בה ברצונכם להוסיף כתובית
להוספת כתובית השתמשו ב  Insert Annotation [image: image8.png]HEIE
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בתיבת השיחה תבחרו את סוג האותיות Font, והצבע הרצוי.
אחרי כתיבת האות בחלון הגרפי, ניתן להזיזה ולשנות את מיקומה.

לשינוי כתוביות או מחיקה – סמנו את הכתובית עם העכבר והיכנסו לתפריט Edit.

לפני שתעברו לסעיף ב' רשמו קו הפרדה:  הקליקו בתוך גרשיים "====1b===="

ב.
נסמן בחצים את הוקטור הגיאומטרי שמוצאו A וסופו B.


סימון בחצים של וקטורים גיאומטריים:

בשורת העריכה הקלידו ARROW([A, B]) (והקישו Enter). עברו לחלון הגרפי.

בתפריט Options סמנו את ההוראה Simplify Before Plotting (פישוט לפני הפעלת פקודת השרטוט).

הקישו [image: image9.wmf] לשרטוט החץ.

באופן דומה שרטטו כחץ את הוקטור שמוצאו B וסופו C.

לשרטוט החץ השלישי נשתמש בסימון לוקטור גיאומטרי.

הגדירו   AC_:= [A, C] ורשמו את ההוראה ARROW(AC_). שרטטו על-ידי הקשה על [image: image10.wmf]. כך יתקבל השרטוט שלפניכם:

[image: image11.png]



העברת שרטוט מהחלון הגרפי לחלון האלגברי:

מתפריט File (בחלון הגרפי) בחרו Embed. תוכן החלון הגרפי יעבור לחלון האלגברי.

בהקלקה על התמונה בחלון האלגברי יפתח החלון הגרפי עם התמונה (אפשר לעדכן את התמונה Update).

סגרו את החלון הגרפי. הגדילו את החלון האלגברי.

ג.
לחישוב אורך הוקטור AB_ נשתמש ב"ערך מוחלט".


הקלידו |B - A| או (Enter) abs(B - A)
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להקלדת סימן של ערך מוחלט | הקישו  Shift +

על המסך יירשם
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הראו כי המשולש ABC הוא שווה שוקיים.

 שמרו את הקובץ שבניתם בשם שלכם, למשל david-vec.dfw.
תרגיל 2: משולש במרחב

א.
קדקודי משולש DEF הם:

[D:= [1, 2, -1], E:= [0, 2, 3], F:= [-4, 0, 2]]
הקלידו את שיעורי הקדקודים כרשימה. רשמו [D, E, F, D]. לשרטוט המשולש יש לפתוח חלון גרפי תלת ממדי.


שרטוט גרף תלת-ממדי:


הקליקו בסרגל הפקודות על  [image: image13.png]File Edit Inset Set Options Window Help
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  לפתיחת חלון גרפי תלת-ממדי.
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  לשרטוט (כאשר רשימת הנקודות מסומנת בחלון האלגברי).
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  ניתן לסובב את מערכת הצירים.


המשולש המשורטט יראה כך:
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ברצוננו לקבל תצוגה טובה יותר של המשולש.

מחקו את המשולש: בתפריט Edit בחרו Delete All Plots עתה היכנסו לתפריט Options וסמנו את האפשרות Autoscale New Plot.
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.

הוסיפו לסרטוט כתוביות לציון קדקודי המשולש.

ב.
הגדירו את הוקטורים הגיאומטריים

[DE_:= [D, E],  EF_:= [E, F],   DF_:= [D, F]]

ושרטטו את הוקטורים בחצים. אפשר לסרטט את כל השלושה בבת אחת באמצעות ההוראה הבאה:  ARROWS([DE_, EF_, DF_])

יתקבל השרטוט הבא:

[image: image18.png]



שינוי צבע בחלון הגרפי:

לשינוי צבע הרקע לאפור בהיר היעזרו בתפריטים
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options             Display               Background

לשינוי צבע המסגרת של ה"קופסה" לאפור כהה היעזרו בתפריטים
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options             Display               Box

ג.
הראו כי המשולש ישר זווית (היעזרו במשפט פיתגורס).

אל תשכחו לשמור את הקובץ לפני הפסקת העבודה.
הצעות ייעול:

-
להוספת הערות או הסברים (באנגלית) הקלידו את ההערה בין גרשיים. תוכלו לגרור את ההערה למקום הדרוש בעזרת העכבר.

-
להוספת הערות או הסברים (בעברית או אנגלית) העתיקו את שורת הטקסט המופיעה בראש הקובץ והדביקו אותה במקום הרצוי, בצעו את השינויים הדרושים.


סיכום הפקודות בחלון האלגברי 





סיכום הפקודות בחלון הגרפי הדו-ממדי







סיכום הפקודות בחלון הגרפי התלת-ממדי





פעילות 1.1 – חיבור שני וקטורים במישור

פתחו את הקובץ student1-1.dfw ושמרו אותו בשם (שלכם) name1-1.dfw
בסעיפים א'-ד' תתבקשו לעקוב אחרי השורות והשרטוטים בקובץ ולברר את משמעותם. בסעיפים ה'-ו' תוסיפו לקובץ דוגמה משלכם.

א.
בשורה #3 רשומות הנקודות

B :=  [6, 1]
A :=  [2, 4]
O :=  [0, 0]


ומוגדרת נקודה נוספת
  C : =  A + B


מה משמעות חיבור הוקטורים  A+B?


בשורות #6-#4 הוגדרו הוקטורים הגיאומטריים.


בשורה #8, כתובה הוראה לשרטוט הוקטורים הגיאומטריים כחצים. ('Arrow' פירושו 'חץ')

ב.
שרטוט שורה #10 נותן את המרובע OACB.


יש לרשום את הקדקודים ברשימה ולהוסיף בסוף את הקדקוד הראשון לסגירת המרובע.


בשורות #14–#11 חושבו אורכי הצלעות.


לחישוב אורך קטע OA יש לרשום את הערך המוחלט של הפרש הנקודות       |A - O| =


כיצד ניתן להסיק מהחישובים כי המרובע הוא מקבילית?

ג.
ניתן להסיק מהחישובים כי המרובע הוא מקבילית, גם בדרכים אחרות.


בשורות #16 רשומה פונקציה slope המחשבת את השיפוע של קטע [p, q].


הפונקציה slope מתאימה לשתי נקודות את שיפוע הקו הישר העובר דרכן.


בשורות #20–#17 חושבו השיפועים של צלעות המקבילית.


כיצד ניתן להסיק מהחישובים כי המרובע הוא מקבילית?

ד.
שרטוט שורה #22 נותן משולש.


כיצד רואים מהמשולש כי OC_ הוא סכום הוקטורים הגיאומטריים OA_ ו OB_?

ה.
בסעיפים הבאים היעזרו בהדרכה כדי להגדיר שני וקטורים אחרים היוצאים מראשית הצירים ולהדגים בשרטוט את כלל המקבילית.


פתיחת החלון הגרפי ובחירת האפשרויות הדרושות:


הקישו על השרטוט הראשון בקובץ ויפתח החלון הגרפי. כדי למקם אותו לצד החלון האלגברי, בחרו בתפריט Window באפשרות Tile Vertically.


בחלון הגרפי בחרו בתפריט Options  ובו בחרו Display. בתפריט Points אשרו Yes את האפשרות Connect (נקודות מחוברות) ובחרו באפשרות Small (קטן) לגודל הנקודות.

בדקו בתפריט Options כי ההוראה  Simplify Before Plotting(פישוט לפני הפעלת פקודת השרטוט), מסומנת, אם לא – סמנו אותה.

מחיקת שרטוטים:


תחילה מחקו את השרטוטים בחלון הגרפי שנפתח על ידי הקשות על מקש [image: image19.png][| e £t st uber vty Sebve G Do Gors iiow b
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 Delete, או בתפריט Edit בחרו Delete All Plots.


הגדירו מחדש את הנקודות B ,A

בשורת הכתיבה הקלידו (והשלימו שיעורי הנקודה)  A:= [   ,   ] (והקישו Enter)


הקלידו (והשלימו שיעורי הנקודה)  B:= [    ,    ] (והקישו Enter)


שימו לב! הנקודה C הוגדרה בראש הקובץ כסכום של A ו B (בשורה #3).


חשבו מה ערכה החדש: הקלידו        C = (והקישו Enter)


הוקטורים OC_ ,OB_ ,OA_ הוגדרו בקובץ.


עתה שרטטו את הוקטורים החדשים כחצים (בעזרת ההוראה בשורה #8).


האירו את שורה #8 והעתיקו אותה לשורת הכתיבה על ידי הקשה על מקש F3. הקישו Enter.


עברו עם העכבר לחלון הגרפי ושרטטו את שלושת הוקטורים כחצים על ידי הקשה על פקודת השרטוט [image: image20.wmf]  Plot. הזיזו (עם העכבר) את הכתוביות A, B, C לפי הצורך.


העבירו את השרטוט לחלון האלגברי: בתפריט File הקישו על Embed.


מחקו את השרטוטים בחלון הגרפי [image: image21.png][| e £t st uber vty Sebve G Do Gors iiow b
[DZHG s BB X HOwk =~a%|mos f T+ %2 |
B Algebra 1 [ O0<| L P o]

200

#: ox -2 v

= ]
[V == 2T S
[218| x| 8| €|&|n| o] x| || | v|&|o| x| o] 5| x| o] Hﬂ_lﬂjjdﬂjﬂﬂﬂjjﬂjjﬂﬂﬂ &

JJHJJHﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂJﬂﬂﬂﬁJJ Y T T

ston]| @ 53 B3 7| [Booves | Mmoo deivess [NEPA P G o



.


הדגימו את כלל המקבילית על ידי שרטוט  המרובע [O, A, C, B, O].


האירו את שורה #10 והעתיקו אותה לשורה הכתיבה על ידי F3. והקישו Enter.


שרטטו על ידי [image: image22.wmf] Plot.


העבירו את השרטוט לחלון האלגברי: בתפריט File הקישו על Embed.

ו.
חשבו את אורכי הצלעות או את שיפועי הצלעות במרובע שבניתם, והראו כי המרובע הוא מקבילית.


תזכורת לחישוב אורך:


הקלידו            |A - 0| =      או       A - 0) abs(


תזכורת לחישוב שיפוע (slope):


הקלידו   slope (0, A) =


לפני שתעברו לפעילות הבאה אל תשכחו לשמור את הקובץ.

פעילות 1.2 – כפל וקטור בסקלר

פתחו את הקובץ  student1-2.dfw ושמרו אותו בשם name1-2.dfw
א.
בשורה #3 רשומות הנקודות
O : = [0, 0]         A : = [3, 2]


בשורה #4 מוגדר הוקטור  OA_ : = [O, A]

בתמונה הגרפית הראשונה משורטט הוקטור OA_ (בעזרת ההוראה ARROW בשורה #5).


בשורה #6 מוגדר הוקטור 
 OB_ := 2·OA_ והוא משורטט בתמונה השניה (בעזרת ההוראה בשורה #7).


לחישוב הוקטור OB_ יש להקליד בשורת הכתיבה    OB_= (ולהקיש Enter). החישוב מופיע בשורה #8.


(בחרו מתפריט Options את התנאים הדרושים לשרטוט חצים כמו בפעילות 1.1).


הגדירו את הנקודה B:= [   ,   ] וחשבו את אורכו של הוקטור OB_,  (|O - B|=  ).


מה הקשר בין אורך OA_ ואורך OB_?

ב.
הגדירו 
 OD_ : =  -1 · OA_                   OC_ : =  1/2 · OA_

הוסיפו לשרטוט את הוקטורים.
הדרכה:


לשרטוט הוקטור OC_ אפשר לרשום את הביטוי ARROW(OC_), או ARROW[O ,½A], או להגדיר את הנקודה C בעזרת שיעוריה ולרשום ARROW[O ,C]. כנ"ל לגבי הוקטור OD_.


הוספת כתוביות:


להוספת כתוביות השתמשו ב Insert Annotation 


בתיבת השיח בחרו את סוג האותיות Font הרצוי והצבע הרצוי.


אחרי כתיבת האות בחלון הגרפי ניתן להזיזה ולשנות את מקומה.


עריכה ומחיקה של כתובית נעשית מתפריט Edit.

חשבו את אורכי הוקטורים OD_  OC_.

ג.
מהי השפעת כפל הוקטור OA_ בסקלרים שונים?


העבירו את השרטוט לחלון האלגברי (בתפריט File הקישו על Embed).


שמרו את הקובץ.

פעילות 1.3 – הדגמת מחלקת שקילות של וקטורים במישור

פתחו את הקובץ  student1-3.dfw ושמרו אותו בשם name1-3.dfw
זוג סדור של נקודות יקרא וקטור גיאומטרי.

בקובץ הוגדרו שלושה זוגות של וקטורים:

א.


[A:= [1, 2],    B:= [4, 1]]
[C:= [-1, -1],    D:= [2, -2]]

[O:= [0, 0],    E:= [3, -1]]


הפעילו (על ידי הקשה בעכבר) את מערכת הצירים, מקמו אותה לצד החלון האלגברי ושרטטו בה את הוקטור AB_:= [A, B] שמוצאו A וסופו B.


חשבו         AB_=


חשבו את אורך הוקטור AB_ (|A - B|=    ).


מהו האורך והכיוון של ההיטל של AB_ על ציר x? ______ על ציר y? _______


הוסיפו לשרטוט את הוקטור  CD_:= [C, D]


חשבו         CD_=

חשבו את אורך הוקטור CD_ (|C - D|=    ).


מהו האורך והכיוון של ההיטל של CD_ על ציר x? ______ על ציר y? _______


הוסיפו לשרטוט את הוקטור  OE_:= [O, E]

מה משותף לכל הוקטורים?

זוג סדור של מספרים [x, y] ייקרא וקטור אלגברי.

ב.
הגדירו את הוקטורים:



u3_:= E - O       u2_:= D - C        u1_:= B - A 


וחשבו:  
u3_=                  u2_=                   u1_=

מה קיבלתם?


מה הקשר בין רכיבי הוקטורים האלגבריים והיטלי הוקטורים הגיאומטריים?

וקטורים גיאומטריים הם שקולים כאשר הם בעלי אותו כיוון ואותו אורך.
ג.
תנו שתי דוגמאות נוספות לוקטורים שקולים לוקטור OE_.

אם הוקטור שמוצאו בנקודה P  P:= [m, n] וסופו בנקודה Q  Q:= [x, y] שקול לוקטורי OE_. מה תוכלו לומר על הקשרים בין המקדמים?


שמרו את הקובץ.

פעילות 1.4 – מציאת קדקודי מקבילית במישור

פתחו את הקובץ  student1-4.dfw ושמרו אותו בשם name1-4.dfw
א.
במקבילית ABCD נתון הקדקוד
 C:= [-2, 1]


והוקטורים
  D - A = [-8, 2]     B - A = [-5, 4]

[image: image23.png]




כדי למצוא את שיעורי הקדקודים A ,B, D נרשום משוואות מתאימות, ונפתור אותן.


הדרכה: 
בשורות #12-#6 חושבו שיעורי קדקוד D באמצעות שוויון הוקטורים בשורה #8. הפעלת פקודת הפישוט/חישוב Simplify [image: image24.png][| e £t st uber vty Sebve G Do Gors iiow b
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 על שורה #8 מראה כי מדובר במערכת שתי משוואות בשני נעלמים.


הפעלנו פקודת 'פתור' Solve [image: image25.png]EIES
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 על שורה #8 (או #9) ובתיבת השיח סימנו את שני הנעלמים y x והמחשב נתן את פתרון המערכת (בשורה #11). אם כך, שיעורי D הם [3, -3] (שורה #12).

חשבו באופן דומה את שיעורי B ואח"כ חשבו את שיעורי A.

ב.
שרטטו [image: image26.wmf] את המקבילית.


תזכורת: יש לרשום  [A, B, C, D, A]

בחלון הגרפי הקישו על Options, בחרו Points ,Display וקבעו מצב נקודות מחובר Connect, וגודל נקודות Large. הוסיפו כתוביות אם תרצו [image: image27.png]HEIE
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.

חשבו את אורכי הצלעות במקבילית.

ג.
שינוי שיעורי קדקוד C ייתן מקבילית חדשה.


שנו את שיעורי הקדקוד C כרצונכם ומצאו את שיעורי הקדקודים D, B, A. שרטטו את המקבילית. מה הקשר בין המקבילית החדשה והמקבילית הנתונה?


שמרו את הקובץ.
פעילות 1.5 – מציאת קדקודי תיבה במרחב

במקבילון BCDA1B1C1D1 נתונים הקדקודים


 A : = [1, 2, -1]              B = (0, 2, 3)             C = (-4, 0, 2)            D1 = (5, -17, 0)  
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פתחו את הקובץ student1-5.dfw ושמרו אותו בשם (שלכם) name1-5.dfw
א.
הסבירו את דרך החישוב למציאת שיעורי קדקוד D.


הראו שהמקבילון הוא תיבה.

ב.
חשבו את שיעורי הקדקודים A1, B1, C1.

ג.
שרטוט התיבה.


הקישו על השרטוט החלקי של התיבה המופיע בקובץ – וכך יפתח החלון הגרפי (באותם התנאים שנקבעו לשרטוט שלפניכם).


לשרטוט הפיאה ABCD רשמו [A, B, C, D, A] והקישו על פקודת השרטוט      .


הוסיפו לשרטוט את הפיאה  A1B1C1D1.


עתה הוסיפו (אחד אחרי השני) את הקטעים המחברים את הפיאות.


העבירו את השרטוט לחלון האלגברי (Embed ,File).

ד.
בתיבה יש שלוש רביעיות של וקטורים, שבכל אחת מהן הוקטורים מייצגים אותו וקטור אלגברי. הראו זאת.

שמרו את הקובץ שבניתם.
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