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Ì‡‰¢ Æ˙È·ÈË˜Â„„ ‰ÁÎÂ‰ ÔÂ·˘Á ÏÚ ‡Â·˙ ˙È¯ÈÙÓ‡‰ ‰ÁÎÂ‰‰ ˙˘‚„‰˘ ˘˘Á ÌÈÈ˜ ¨ÌÏÂ‡Â Æ‰È¯ËÓÂ‡È‚

 ÒÂß‚Â ÒÏÈÂ‰ ÌÈÏ‡Â˘ ¢ø‰ÁÎÂ‰· Í¯Âˆ‰ ˙‡ ÛÈÏÁÈ ·˘ÁÓ‰(Hoyles and Jones, 1998)˙Â¯˘Ù‡ ÌÈÏÏÂ˘ Ì‰ Æ
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‰ÈˆÊÈÏ‡ÂÊÈÂ ¨·˘ÁÓ· ˘ÂÓÈ˘ ÏÚ ÒÒÂ·Ó‰ ®‰˙ÈÎÏ ıÂÁÓ Â‡© ‰˙ÈÎ· ÌÈ„ÈÓÏ˙Ï ¯˜Á Ë˜ÈÂ¯ÙÏ ‰ˆÁÓÏ ‰·ÂÓ

ÆÌÈÙÒÂ ÌÈÏÎÂ

 ÈÏ¯ÂÓ ËÙ˘Ó(Morley)

 „ÂÓßˆÈ¯ Ï˘ ÂÈ¯·„ ˙‡ ËËˆ ËÙ˘Ó‰ ˙‚ˆ‰ ÈÙÏ(Richmond, 1939)‰·Â‚˙‰¢ ∫ÈÏ¯ÂÓ Ï˘ Â¯ÎÊÏ „ÙÒ‰· 
‡È‰ ®‰ÚË‰ ˙ÂÓÈ‡ ¯Á‡Ï© ‰‡·‰ ‰·Â‚˙‰ ¨˙È˜ÙÒ ‡È‰ ‰Ê ËÙ˘ÓÏ Û˘Á‰ Ô˜È¯ËÓÂ‡È‚ ÏÎ Ï˘ ˙ÈÂ˘‡¯‰

Æ¢ÔÓÊÓ ‰˙Ï‚˙‰ ‡Ï ÍÎ ÏÎ ‰ËÂ˘Ù ‰„·ÂÚ˘ ‰Ú˙Ù‰

ÈÏ¯ÂÓ ËÙ˘Ó
·ÈË˜Â„„ ‰ÁÎÂ‰Ï ®ÏÊ‡Ù© Û¯ˆ˙ ˙·Î¯‰Ó˙È

¯Èˆ˜˙
ÏÏÎ ‡Ï˘ ‰ÙÈÂ ÚÈ˙ÙÓ ËÙ˘Ó· ˜ÂÒÚÏ È„Î ˙ÈÓÈ„ ‰È¯ËÓÂ‡È‚ Ï˘ ‰ÎÂ˙· ˘ÂÓÈ˘ ¯‡˙ ‰Ê ¯Ó‡Ó·
‚Èˆ‰Ï Â˙¯ËÓ ÆÈ„ÓÏ ÈÒÈÒ· ‡Â‰ ˘Â¯„‰ Ú„È‰ Ï·‡ ¨‰ËÂ˘Ù ‰È‡ ËÙ˘Ó‰ ˙ÁÎÂ‰ ÆÌÈ„ÂÓÈÏ‰ ˙ÈÎ˙·
‰·Â˙Ï ÌÈÈ¯ÈÙÓ‡ ÌÈ‡ˆÓÓ· ˘ÂÓÈ˘ ÍÂ˙ ¨‰ÁÎÂ‰ ˙ÈÈ·· ˙ÈÓÈ„ ‰È¯ËÓÂ‡È‚ Ï˘ ‰ÓÂ¯˙Ï ‰Ó‚Â„
‰Ê ÌÈÏ˘‰Ï ÌÈÏÂÎÈ ‰Èˆ˜Â„„Â ˙ÂÒ˙‰ ÈÎÈÏ‰˙ „ˆÈÎ ‰‡¯ ¨¯ÓÂÏÎ ÆÌÈÈ·ÈË˜Â„„ ÌÈÂÚÈË Ï˘ ‰‡¯˘‰ÏÂ

Æ‰Ê ÔÂ·˘Á ÏÚ ‰Ê ‡Â·Ï ‡ÏÂ ‰Ê ˙‡
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(c)       Ë¯ÂÙÒ‰Â ˙Â·¯˙‰ ¨ÍÂÈÁ‰ „¯˘ÓÏÂ Ú„ÓÏ ÔÓˆÈÂ ÔÂÎÓÏ ˙Â¯ÂÓ˘ ˙ÂÈÂÎÊ‰ ÏÎ 
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 ÈÏ¯ÂÓ ˜¯Ù ÌÈ¯˘Ú‰ ‰‡Ó‰ ˙ÏÈÁ˙·(Frank Morley, 1860-1937)ÏÚ ÊÈ¯Î‰ È‡˜È¯Ó‡≠ÈÏ‚‡ È‡˜ÈËÓ˙Ó 
∫ÔÚÂË‰ ËÙ˘Ó‰

 ˘ÏÂ˘Ó ÏÎ·ABC  ÍÂ˙ÈÁ‰ ˙Â„Â˜ ¨S ,R ,P ¯ÂÈˆ© 1ÌÈ˜ÏÁ ‰˘ÂÏ˘Ï ˙ÂÈÂÊ‰ ˙‡ ÌÈ˜ÏÁÓ‰ ÌÈ¯˘È‰ Ï˘ ®
Æ˙ÂÚÏˆ ‰ÂÂ˘ ˘ÏÂ˘Ó ˙ÂÚ·Â˜ ¨ÌÈÂÂ˘

± ¯ÂÈˆ

A

B

CS

R

P

Æ„ÂÓßˆÈ¯ È‡˜ÈËÓ˙Ó‰ ÂÓÎ ÌÈ˘È‚¯Ó È‡„ÂÂ· ËÙ˘Ó‰ ÌÚ ‰Â˘‡¯‰ ÌÚÙ· ‰˙Ú ÌÈ˘‚Ù‰ ÌÈ‡¯Â˜
∫ÌÈ·Ï˘ ‰˘ÂÏ˘· ËÙ˘ÓÏ ‰ÁÎÂ‰ ‰· ‰Ê ¯Ó‡Ó·

‰ÁÎÂ‰ ˙‡¯˜Ï

  ˘ÏÂ˘Ó‰ ˙ÂÈÂÊ· ÊÎ¯˙‰Ï ÂËÏÁ‰SRP ·È·Ò ˙ÂÈÂÊ‰ ˙„È„Ó ª˙ÂÚÏˆ‰ ˘ÂÏ˘ ÔÂÈÂÂ˘· ‡ÏÂ P¨ÌÈÂ˘ ÌÈ¯˜Ó· 
Æ‰ÁÎÂ‰Ï Í¯„‰ ˙‡ ‰¯È‡‰ ¨˙ÈÓÈ„ ‰È¯ËÓÂ‡È‚ ˙ÎÂ˙ ˙¯ÊÚ· ‰¯È¯‚ È„È≠ÏÚ ÂÏ·˜˙‰˘

®ÏÊ‡Ù© Û¯ˆ˙‰ ˜Â¯ÈÙ

¨¯ÓÂÏÎ ÆÌ„Â˜‰ ·Ï˘· ‰¯ˆÂ˘ ‰·Â˙‰ ÒÈÒ· ÏÚ ‰¯Âˆ‰ ÏÎ Ï˘ ¨Û¯ˆ˙ ˙ÓÏ˘‰Ï ‰ÓÂ„‰ ‰¯Âˆ· ¨‰È·
Ì‰ ÈÎ ˙Â‡¯‰Ï Í¯Âˆ ˘È˘ ¨ÌÈÙÙÂÁ ÌÈ˘ÏÂ˘Ó Ï˘ ˙ÂˆÂ·˜ ˘ÂÏ˘· Û˜ÂÓ ÊÎ¯Ó· ˙ÂÚÏˆ ‰ÂÂ˘ ˘ÏÂ˘Ó

Æ¢ÌÈÓÈ‡˙Ó¢

‰ÁÎÂ‰

¯Â·Ú ÊÎ¯Ó· ˙ÂÚÏˆ ‰ÂÂ˘ ˘ÏÂ˘ÓÓ ¨¯ÓÂÏÎ ÆÍÂÙ‰ ÔÂÂÈÎ· Ì„Â˜‰ Ú„ÈÓ‰ ÏÚ ˙ÒÒ·˙Ó‰ ˙È·ÈË˜Â„„ ‰ÁÎÂ‰
 ÔÂ˙‰ ˘ÏÂ˘ÓÏ ‰ÓÂ„‰ ˘„Á ˘ÏÂ˘ÓÏABCÆ

‰ÁÎÂ‰ ˙‡¯˜Ï
 ˘ÏÂ˘Ó‰ ÈÎ ÁÈÎÂ‰Ï ˙Ó ÏÚSRP˙Á‡ ÏÎ ÈÎ Â‡ ¨˙ÂÂ˘ ˙ÂÚÏˆ‰ ˘ÂÏ˘ ÈÎ ˙Â‡¯‰Ï ÍÈ¯ˆ ˙ÂÚÏˆ ‰ÂÂ˘ ‡Â‰ 

 ˙· ˙ÂÈÂÂÊ‰60˚˙ÂÈÂÂÊÏ ÒÁÈÈ˙Ó ÂÏ ˘È˘ ®ËÚÂÓ‰© Ú„ÈÓ‰ ·Â¯Â ¯Á‡Ó ¯˙ÂÈ ÁÈË·Ó ‰‡¯ ˙ÂÈÂÊ· ÏÂÙÈË‰ Æ
 ˙ÂÈÓÈÙ‰ ˙ÂÈÂÂÊ‰ ÌÂÎÒ ¨Ï˘ÓÏ©180˚ÈÎ ‡Ó‚Â„Ï ¨˙Â‡¯‰Ï È„Î Æ®ÌÈÂÂ˘ ÌÈ˜ÏÁ ‰˘ÂÏ˘Ï ˙ÂÈÂÂÊ ˙˜ÂÏÁ ¨

aP = 60˚ ≠Ï ·È·ÒÓ ˙ÂÈÂÂÊ‰ ÏÎ ˙‡ ·˘ÁÏ ˙ÂÒÏ ÏÎÂ ¨P Ô·ÂÓÎ ˙ÂÈ‰Ï ÍÈ¯ˆ ÔÓÂÎÒ˘ 360˚Æ
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∫ÔÓÒ
  
α = A

3
 , β = B

3
 , γ = C

3

ÈÎ ÚÂ„È   α + β + γ = 
  

1
3

(A + B + C) = 60˚

∫Ô‡ÎÓaBPC = 180˚ – (β + γ)

aARC = 180˚ – (α + γ)

aASB = 180˚ – (α + β)

 ˙‡ ‡Ë·Ï ÏÎÂ Ì‡ ¨‰˙ÚÂaBPS ˙‡Â aRPC ˙¯ÊÚ· β , α ≠Â γ‰ÁÎÂ‰Ï ÏÈ·Â˙˘ Í¯„ ÏÚ ‰ÏÚ˘ ÔÎ˙ÈÈ ¨
 ˙ÈÂÂÊ‰ ÈÎaSPR ˙·60˚ÈÎ Â‡¯‰ ÈÏ¯ÂÓ ËÙ˘Ó ˙ÁÎÂ‰Ï ÂÊ ‰¯È˘È Í¯„· ËÂ˜Ï ˙ÂÂÈÒ ¨ÚÂ„È‰ ÏÎÎ ¨ÌÏÂ‡Â Æ
aBPS ≠Â aRPC ˙Â˘È‚ ‡Ï ¯‡˘È‰Ï ˙Â˘˜Ú˙Ó (Stonebridge, 1995)Æ

 ˙ÂÈÂÂÊ‰ ÏÚ Ú„ÈÓ ÛÂÒ‡Ï ‰Â˜˙· ˙ÈÓÈ„ ‰È¯ËÓÂ‡È‚ Ï˘ ‰ÎÂ˙· ¯ÊÚÈ‰Ï ˙ÂÒÏ ÂËÏÁ‰ ‰Ê ·Ï˘·aBPS

 ≠ÂaRPC‰˘ÂÏ˘Ï ‡È‰˘ÏÎ ˙ÈÂÂÊ ˜ÏÁÏ ¢˙Ú„ÂÈ¢ ‰È‡ ‰ÎÂ˙‰ ÈÎ ‰„·ÂÚ‰ ‡Â‰ ÂÏ˜˙ Â· ÔÂ˘‡¯‰ È˘Â˜‰ Æ
ÌÈÈÂÈ˘ ˙Á˙ ˙¯Ó˘Â ÌÈÂ˘ ÌÈ˜ÏÁ ‰˘ÂÏ˘Ï ˙ÈÂÂÊ ˙˜ÏÁÓ‰ ‰ÈÈ· ÂÎ˙Â ÂÁ¯Ë ¨ÍÎ Ì‡ ÆÌÈÂÂ˘ ÌÈ˜ÏÁ

Ï˘Ï ‰ÎÂ˙‰ ˙‡ ¢ÂˆÏÈ‡¢ „ˆÈÎ ß‡ ÁÙÒ· Â‡¯© ÂÈ˙ÂÈÂÂÊ ˘ÂÏ˘ ¯Â·Ú È¯Â˜Ó‰ ˘ÏÂ˘Ó‰ Ï˘ ÌÈÈÓÈ„ÕÆ®˙ÈÂÂÊ ˘

≤ ¯ÂÈˆ

 ¯ÂÈˆ·2≠ÏÚ Â„„Ó˘ ÈÙÎ ˙ÂÈÂÂÊ‰ ÈÎ¯Ú ˙‡Â ¨‰¯È¯‚ È„Î ÍÂ˙ ¨ÂÏ·˜˙‰˘ ˙ÂÈÂÂÊ‰ ¢È˘Ï˘Ó¢ ÌÚ ˘ÏÂ˘Ó ÌÈ‡Â¯ 
 ∫¯˘˜‰ ÏÚ ÌÈÚÈ·ˆÓ ‰¯È¯‚ È„È≠ÏÚ ÌÈÏ·˜˙Ó‰ ÌÈÂ˙‰ Æ‰ÎÂ˙‰ È„ÈaBPS = 60˚ + γÏ·˜˙Ó ÍÎÏ ‰ÓÂ„·Â 

 ¯˘˜‰aRPC = 60˚ + βÆ
 ̄ ÂÈˆ Â‡¯© ̇ Â¯Á‡‰ ̇ ÂÈÂÂÊ‰ ÈÎ¯Ú Ì‚3 ‰¯Âˆ‰Ó Ì‰ ®‡·‰ Û„· 60˚ + γ  , 60˚ + β  ,60˚ + α˙‡ ̃ Â„·Ï ÔÓÊ‰ ‰Ê Æ

 ‰„Â˜Ï ·È·ÒÓ ˙ÂÈÂÂÊ‰P∫
  .(60˚ + γ) + ( 60˚ + β) + [180˚ – (β + γ)] + aSPR = 360˚ ¯ÓÂÏÎaSPR = 60˚

˙‡Ê ÏÎ·Â ÆÌÈÈ¯ÈÙÓ‡ ÌÈÂ˙Ó ‰˙ÏÚ˘ ‰¯Ú˘‰ ÏÚ ˙ÒÒ·˙Ó ‡È‰Â ¯Á‡Ó ¨‰ÁÎÂ‰ ‰ÂÂ‰Ó ‰È‡ ÂÊ ‰˜È„·
‰È‚Ë¯ËÒ‡Ï ‰Èˆ·ÈËÂÓ ‰¯ˆÈ ÂÊ ̇ ÂÒ˙‰ Æ‰ÈÚ·‰ È·ÈÎ¯Ó Ï˘ ‰ÙÈ˘ÁÏÂ ‰·Â˙Ï ‰Ó¯˙ ·˘ÁÓ‰ ÚÂÈÒ· ̇ ÂÒ˙‰‰

Æ‰ÁÎÂ‰‰ Ï˘ ˙È˙¯‚È˘ ‡Ï‰
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Û¯ˆ˙‰ ˜Â¯ÈÙ
Æ‡ ¯ÂÈˆ1˙ÁÎÂ‰ ÍÈÏ‰˙· ˘„ÁÓ Â˙·Î¯‰Â ÏÊ‡Ù ˜Â¯ÈÙ Ï˘ ÌÈÏÂ˜È˘ ÔÈÓÊÓ ¨ÈÏ¯ÂÓ ËÙ˘Ó ˙‡ ÌÈ‚„Ó‰ ¨

˙¯ÊÚ· ÂÚˆÈ·˘ ˙Â˜È„·‰ ÍÓÒ ÏÚ Æ®ß· ÁÙÒ Â‡¯ ¨Ò¯Â‚˙ÈÙ ËÙ˘ÓÏ ˙Â¯ÎÂÓ ˙ÂÁÎÂ‰Ï ‰ÓÂ„·© ËÙ˘Ó‰
 ÈÎ ÚÂ„È Ë¯Ù· ̈˙ÂÈÂÂÊ‰ ÏÎ Ï˘ ÔÏ„Â‚ ̇ ‡ ̄ ·Î ¢ÌÈÚ„ÂÈ¢ Â‡ ·˘ÁÓ‰aSPR = 60˚¨˘ÏÂ˘Ó· ̇ ÂÈÂÂÊ‰ ̇ ÂÚÂ„ÈÂ 

BPS ¯ÂÈˆ© 3∫ÂÈ„È·˘ ¢Ú„È¢‰ ˙ÂÂÎ· ˙ÎÓÂ˙ ‰Ê ˘ÏÂ˘Ó· ˙ÂÈÂÂÊ‰ ÌÂÎÒ Ï˘ ‰¯È‰Ó ‰˜È„· Æ®
(60˚ + α) + (60˚ + γ) + β = 120˚ + (α + β + γ) = 120˚+ 60˚ = 180˚
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¥ ¯ÂÈˆ

µ ¯ÂÈˆ

Æ· „Â˜„Â˜·B ¯ÂÈˆ Â‡¯© 4Ï˘ ÌÈ˜ÏÁ È˘ „ÂÚ ÌÈ‡ˆÂÓ Â‡ ®
 ÌÈ˘ÏÂ˘Ó ¨ÏÊ‡Ù‰BPS’≠Â BSP’ ˘ÏÂ˘ÓÏ ÌÈÙÙÂÁ‰ BPS¨

 ÌÈ¯˘È· ÂÙÂ˜È˘ È„È≠ÏÚ ÌÈÏ·˜˙ÓÂBP≠Â BS Æ‰Ó‡˙‰· BP’

 ÌÚ „ÎÏ˙ÓBA Â BS’ ÌÚ BC · ˙ÂÈÂÂÊ‰ ÏÎÂ ¯Á‡Ó B˙ÂÂ˘ 
≠Ïβ „Â˜„Â˜· ÏÙË ‰ÓÂ„ ÔÙÂ‡· ÆC ˘ÏÂ˘Ó‰Â CPRÊ‡Â 

 Ï ·È·ÒÓ ·ˆÓ‰P ¯ÂÈˆ· ‚ˆÂÓ 5Æ
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 ≠Ï ·È·ÒÓ ˙ÂÈÂÂÊ‰ ¯Â·ÈÁÓP ∫ÌÈÏ·˜Ó 300˚ + 2β + 2γ + aS’PR’ = 360˚

¨ÍÎÈÙÏaS’PR’ = 60˚ - 2(β + γ)  = 60˚ - 2(60˚ – α) ÈÎ α + β + γ = 60˚

ÔÎÏÂaS’PR’ = 2α – 60˚

 ÂÏ˘ È¯Â˜Ó‰ ˘ÏÂ˘Ó· ∫‰¯Ú‰aA ≠˘ ÍÎ ‰‰˜ ‡È‰ 2α > 60˚Æ
≠· Â‡ˆÓ˘ ‰Ó ˙ÓÂÚÏP ≠· ¨R ≠·Â S ‰ÈÈ‰˙ ˙ÂÈÂÂÊ‰˘ ÍÎ ¢ÁÂÂ¯¢ ÌÂ˜Ó· ˙ÂÙÈÙÁØÌÈÈÂÒÈÎ ‡ˆÓ 

60˚–2γ ,60˚–2β ˘ÏÂ˘Ó‰  Æ‰Ó‡˙‰· A’B’C’ ˘ÏÂ˘ÓÏ ‰ÓÂ„ ABC Æ˙ÂÈÂÂÊ‰ ÔÂÈÂÂ˘ ÏÏ‚·

˙Â· ˙ÂˆÂ·˜ ˘ÂÏ˘ ÌÚ Ï·Â‚‰ ¨ÊÎ¯Ó· ˙ÂÚÏˆ ‰ÂÂ˘ ˘ÏÂ˘ÓÏ ‰Â˙‰ ‰¯Âˆ‰ Ï˘ ˜Â¯ÈÙ‰ ˙‡ ÂÏ·È˜ ‰Î „Ú
 ≠· ÌÈÈ˜ÏÁ‰ ÌÈÈÂÒÈÎ‰Â ÁÂÂ¯‰ ÏÏ‚· ‰ÎÏ‰Î Ì‡˙ÂÓ ‡Ï ÔÈÈ„Ú ¢ÏÊ‡Ù¢‰ ÆÌÈÙÙÂÁ ÌÈ˘ÏÂ˘Ó ‰˘ÂÏ˘S ,P ≠Â R

 ¯ÂÈˆ©6Æ®
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ÈÂÒÈÎ

ÁÂÂ¯

ÈÂÒÈÎ

‰ÁÎÂ‰‰ÁÎÂ‰‰ÁÎÂ‰‰ÁÎÂ‰‰ÁÎÂ‰
 ̆ ÏÂ˘Ó‰ ̇ ÈÈ·· Â¯·ˆ˘ ‰ÈˆÓ¯ÂÙÈ‡‰ ̇ ¯ÊÚ· ÈÏ¯ÂÓ ËÙ˘Ó ̇ ‡ ÁÈÎÂ ‰˙ÚA’B’C’¢ÔÂ˙¢‰ ̆ ÏÂ˘ÓÏ ‰ÓÂ„‰ ̈

ABC ˙Â„Â˜· ÌÈ˘‚Ù ÌÈÓÈ‡˙Ó‰ ˙ÂÈÂÂÊ‰ ¢È˘Ï˘Ó¢ Â· ¯˘‡ ¨R ,S ,P‰ÈÈ·© Æ˙ÂÚÏˆ ‰ÂÂ˘ ˘ÏÂ˘Ó ˙Â¯ˆÂÈ‰ 
ÌÈÏÈÁ˙Ó Â‡ Ì‡ ̈ ÔÎÏ Æ˙ÂÈÂÂÊ· ÌÈ˜ÒÂÚ ‰ÁÎÂ‰‰ È„Úˆ ÏÎÂ ËÙ˘Ó‰ ÁÂÒÈÂ ̇ ÂÈ‰ ËÙ˘Ó‰ ̇ ÁÎÂ‰Ï ‰˜ÈÙÒÓ ÂÊ

 ¨ÌÈÂ˘‰ ÌÈ˜ÏÁ‰ ˙‡ ÌÈÂ· Â‡ ‰ÏÈÁ˙ ®Æ˙ÂÈÂÂÊ‰ Ô˙Â‡ ˙ÂÏ·˜˙Ó ¨‰ÓÂ„ ˘ÏÂ˘Ó·‰˘Ú ‡Ï˘ ‰„Ù˜‰ ÍÂ˙
Ô˜È„ˆ‰Ï Â˙ÏÂÎÈ· ÔÈ‡˘ ˙ÂÁ‰Æ

1Æ ˙ÂÚÏˆ ‰ÂÂ˘ ˘ÏÂ˘Ó ÌÈÂ·PSR ÂÚÏˆ Í¯Â‡˘ 1Æ‰„ÈÁÈ 
2Æ  ˘ÏÂ˘Ó ÌÈÂ·B’PS Ï˘ Í¯Â‡‰ Â·˘ PS ˙ÂÈÂÂÊ‰Â ‰„ÈÁÈ ‡Â‰ S ,P ,B’≠Ï ˙ÂÂ˘ 60˚+α ,60˚+γ, β Æ‰Ó‡˙‰· 

 ‡Â‰ ˙ÂÈÂÂÊ‰ ÌÂÎÒÂ ¯Á‡Ó ‰ÊÎ ˘ÏÂ˘Ó ˙Â·Ï Ô˙È „ÈÓ˙ ¨·Ï ÂÓÈ˘©180˚®Æ
3Æ ÌÈ˘ÏÂ˘Ó È˘ ÌÈÂ·B’SP’ ,B’PS’ ˘ÏÂ˘ÓÏ ÌÈÙÙÂÁ‰ B’PSÆ
4Æ ÌÈ„Úˆ· ÂÓÎ3 ,2∫ÌÈ‰Ê ÌÈ˘ÏÂ˘Ó ‰˘ÂÏ˘ Ï˘ ˙ÂÙÒÂ ˙ÂˆÂ·˜ È˙˘ ÌÈÂ· 

∆C’PR’  ,  ∆C’RP”  ,  ∆C’PR

 Ï˘ Í¯Â‡‰ Ì‰·˘PR ∫˙ÂÈÂÂÊ‰Â ¨‰„ÈÁÈ 60˚+β  ,  60˚+α  , γ¨‰Ó‡˙‰· 
                         ÌÈ˘ÏÂ˘Ó‰Â     ∆A’RS’’  ,  ∆A’SR”  ,  ∆A’RS

 Ï˘ Í¯Â‡‰ Ì‰·˘RS ∫˙ÂÈÂÂÊ‰Â ‰„ÈÁÈ 60˚+γ  ,  60˚+β  , αÆ‰Ó‡˙‰· 
 ¯ÂÈˆ ˙‡ Ï·˜Ï È„Î ÌÈ˘ÏÂ˘Ó‰ ˙¯˘Ú ˙‡ ÌÈ·ÈÎ¯Ó ‰˙Ú6Æ

∂ ¯ÂÈˆ
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 ̆ ÏÂ˘Ó‰ Ì‡‰ ‰Ï‡˘‰ ̇ Ï‡˘ Ï·‡ ̈ÌÈÈÂÙˆ ÂÈ‰ ¢ÌÈÈ˜ÏÁ‰ ÌÈÈÂÒÈÎ¢‰Â ¢ÌÈÁÂÂ¯¢‰A’B’C’ÔÂ˙‰ ̆ ÏÂ˘ÓÏ ‰ÓÂ„ 
ABC ˙ÂÈÂÂÊ‰ øC’, B’, A’ ÈÎ ÁÈË·Ó ÈÓ Í‡ ¨˙ÂÂÎ B’S’ ≠Â R’C’ÈÎ ÌÈÚ„ÂÈ ÍÈ‡ ¨‰ÓÂ„ ÔÙÂ‡·Â© ø„Á‡ ¯˘È ÏÚ Ô‰ 
B’P’ ≠Â A’R” Ô‰ÂÓÎÂ A’S” ≠Â C’P”®ø„Á‡ ¯˘È ÏÚ Ô‰ 

∫‰ÁÎÂ‰‰ Ï˘ È¯˜ÈÚ‰ ÔÂÈÚ¯‰ ˙‡ Ô‡Î ˘È‚„
 „ÂÓÚ·4 ÈÎ ÂÈ‡¯ ÏÈÚÏ BS’ ≠Â BP’ ÌÚ ÌÈ„ÎÏ˙Ó BC ≠Â BAø˙‡Ê ÁÈÎÂ‰Ï ÂÈÏÚ ÚÂ„Ó ≠ ÍÎ Ì‡  Æ‰Ó‡˙‰· 

 ̆ ÏÂ˘Ó ÌÚ ÂÏÁ˙‰˘ ÔÂÂÈÎABCÏÎÏ ÔÎ‡ ÈÎ ̇ Â‡¯‰Ï ̆ È  ÆÌÈ˜ÏÁÓ ‰ÓÂ„ ̆ ÏÂ˘Ó ̇ Â·Ï ÌÈÒÓ Â‡ Ô‡Î ÂÏÈ‡Â ̈
γ , β , α ≠˘ ÍÎ  60˚ Ω α + β + γ ¯˘È Ï·˜˙Ó ¨B’S’R’C’Æ

 ≠· ‰¯Â˜ ‰Ó ˜Â„·PÆ

 ÈÎ ÏÈÚÏ ÂÈ‡¯aS’PR’ = 2α – 60˚ ÈÎ Ì‚ ÚÂ„È ÆPS’ = PR’ = 1Æ

   ∫ÔÎÏ
    
aPS' R' =aPR' S' =

1

2
[180˚−(2α – 60˚)] = 120˚–  α

 ®‰ÈÈ·‰ ÍÓÒ ÏÚ© ÔÎ ÂÓÎaPS’B’ = aPR’C’ = 60 + α
 ÌÈÚË˜‰ ÏÎ ¨ÍÎ Ì‡R’C’  ,  S’R’  ,  B’S’ ≠· ˙ÂÈÂÂÊ‰ ÌÂÎÒ˘ ¯Á‡Ó© Æ„Á‡ ¯˘È ÏÚ Ì‰ S’ ‡Â‰ 180˚˙Â„Â˜‰ ≠ 

R’  ,  S’  ,  B’  ≠· ̇ ÂÈÂÂÊ‰ È˙˘ ÌÂÎÒ˘ ̄ Á‡Ó ª„Á‡ ̄ ˘È ÏÚR’  ‡Â‰180˚ ̇ Â„Â˜‰ ≠ C’  ,  R’  ,  S’ Æ®„Á‡ ̄ ˘È ÏÚ
 ÌÈÚË˜‰ ÈÎ ˙Â‡¯‰Ï ¯˘Ù‡ ®¢ÈÂÒÈÎ¢ ˘È ¢ÁÂÂ¯¢ ÌÂ˜Ó·˘ ‡Ï‡© ‰ÓÂ„ ÔÙÂ‡·P’A’  ,  R”P’  , B’R” ÔÎÂ P”A’  , S”P”

,C’S”Æ„Á‡ ¯˘È ÏÚ Ì‰ 
 ˘ÏÂ˘Ó‰ ¯ÓÂÏÎ Æ‰ÁÎÂ‰‰ ˙‡ ÂÓÏ˘‰ ÔÎÏÂ ˙ÂÏ‡˘‰ ÏÚ ·ÂÈÁ· ÂÈÚA’B’C’ ÔÂ˙‰ ˘ÏÂ˘ÓÏ ‰ÓÂ„ ABC

 ˙ÂÚÏˆ ‰ÂÂ˘ ˘ÏÂ˘Ó ˙Â¯ˆÂÈ‰ ˙Â„Â˜ ˘ÂÏ˘· ÌÈ˘‚Ù ÌÈÓÈ‡˙Ó‰ ˙ÈÂÂÊ‰ ¢È˘Ï˘Ó¢ÂPSRËÙ˘Ó ÔÚÂË˘ ÈÙÎ 
ÆÈÏ¯ÂÓ

ÌÂÎÈÒ
˙ÂÈÂÂÊ‰ ÌÂÎÒ ¨˘ÏÂ˘Ó· ˙ÂÈÂÂÊ‰ ÌÂÎÒ ∫˘¯„‰ È¯ËÓÂ‡È‚‰ Ú„È‰ ËÚÂÓ ‰ÓÎ ¯¯·˙Ó ‰ÁÎÂ‰‰ È„Úˆ ˙¯È˜Ò·
Æ˙È˙¯‚˘ È˙Ï· ‡È‰ ‰ÁÎÂ‰Ï ̇ ÚˆÂÓ‰ ‰È‚Ë¯ËÒ‡‰ ÌÏÂ‡Â ÆÌÈÈ˜Â˘ ‰ÂÂ˘ ̆ ÏÂ˘Ó· ÒÈÒ·‰ ̇ ÂÈÂÂÊ ÔÂÈÂÂ˘Â ̈‰„Â˜·
‰ÒÒ·˙‰ ‰ÈÏÚ˘ ‰ÈˆÓ¯ÂÙÈ‡ ÛÂÒ‡Ï È„Î Ì‚ ‡Ï‡ ¨ËÙ˘Ó‰ ˙‡ ˙ÂÏ‚Ï È„Î ˜¯ ‡Ï ·˘ÁÓ· Â˘Ó˙˘‰

 ¨·˘ÁÓ· ˙Â˜È„·Ó ‰˙ÏÚ˘ ‰˜ÒÓ‰˘ ˘È‚„‰Ï ·Â˘Á Æ‰ÁÎÂ‰‰aBPS = 60˚ + γ˙ÈËÓ˙Ó ‰ÈÁ·Ó ‡È‰ ¨
 ̆ ÏÂ˘Ó‰ ̇ ‡ ̇ Â·Ï ‰· ÌÈ˘Ó˙˘Ó Â‡ ̄ ˘‡Î ̈ Ï·‡ Æ„·Ï· ‰¯Ú˘‰B’PSÔ˙È „ÈÓ˙ ̈‰¯Ú˘‰ ÏÎ ̇ ‡Ê· ÔÈ‡ ≠ 

 ÂÈ˙ÂÈÂÂÊ ÌÂÎÒÂ ¯Á‡Ó ‰ÊÎ ˘ÏÂ˘Ó ˙Â·Ï180˚ Ú·˜ „·Ï· ˙Á‡ ÚÏˆ Ï˘ Í¯Â‡‰Â PS=1Æ

 Ï˘ÓÏ ¨ÈÏ¯ÂÓ ËÙ˘ÓÏ ˙Â·¯ ˙ÂÁÎÂ‰ ˙ÂÓÈÈ˜(Coxeter, 1969; Stonebridge 1995; Penrose, 1953)˙ÂÁÎÂ‰· Æ
˙Â·˜Ú· ÁÓˆ ‰ÁÎÂ‰Ï ‰‡¯˘‰Î ˙ÈÓÈ„ ‰È¯ËÓÂ‡È‚· ˘Ó˙˘‰Ï ÔÂÈÚ¯‰ ÆÈËÓ˙ÓÂ ÈË˜„È„ ÌÂÎÁÈ˙ ˘È ÂÏ‡

 È„È ÏÚ ‰˙È˘ ˙ÈË¯Â‡È˙ ‰ÁÎÂ‰Conway ¨http://www.cut-the-knot.org/triangle/Morley/conway.shtml˜„·© 
 ¨ı¯Ó·2006Æ‰¯·ÁÓ ÌÚ ˙È˘È‡ ˙Â·˙Î˙‰· ‰¯˘Â‡Â ®

ÌÈ„ÈÓÏ˙‰ Â·˘ Í¯„ÂÓ ÈÂÏÈ‚ Ï˘ ‰„ÒÎ ‰˙Â‡ ÂÎ¯Ú ÍÎ ˙Â·˜Ú·Â ÌÈ¯ÂÓ ˙ÂÈÂÓÏ˙˘‰· ‰ÁÎÂ‰‰ ˙‡ Â‚ˆ‰
Æ‰ÁÎÂ‰‰ È„Úˆ· ÌÈÏÈÚÙ ÌÈÙ˙Â˘ ˙ÂÈ‰Ï ÌÈÏÂÎÈ
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∫Â¯‡È˙˘ ÍÏ‰Ó‰ ÏÚ ˙ÒÒ·˙Ó‰ ‰˙ÈÎ· ˙ÂÏÈÚÙÏ ‰ˆÏÓ‰ ÔÏ‰Ï

1Æ¯ˆÂ˘ ÈÓÈÙ‰ ˘ÏÂ˘Ó‰ È·‚Ï ˙Â¯Ú˘‰ ˙ÂÏÚ‰Ï ÌÈ„ÈÓÏ˙‰Ó ÌÈ˘˜·ÓÂ ˙ÂÚÏˆ ‰ÂÂ˘ ˘ÏÂ˘ÓÓ ÌÈÏÈÁ˙Ó
Æ®˙ÂÚÏˆ ‰ÂÂ˘ ‡Â‰ Ì‚ ÈÓÈÙ‰ ˘ÏÂ˘Ó‰˘ ˜ÈÒ‰Ï „Â‡Ó Ï˜ ‰Ê „ÁÂÈÓ ‰¯˜Ó·© ˙ÂÈÂÂÊ‰ ¢È˘Ï˘Ó¢ ˙˘È‚ÙÓ

2ÆÈ„È≠ÏÚ Ï·˜˙Ó˘ ÈÓÈÙ‰ ˘ÏÂ˘Ó‰ È·‚Ï ˙Â¯Ú˘‰ ˙ÂÏÚ‰Ï ÌÈ„ÈÓÏ˙‰Ó ÌÈ˘˜·ÓÂ Â‰˘ÏÎ ˘ÏÂ˘Ó ÌÈ¯ÁÂ·
Æß‡ ÁÙÒ· ˙¯‡Â˙Ó‰ ‰ÈÈ·· ˘Ó˙˘‰Ï ˘È ˙ÈÓÈ„ ‰Ò„‰ ˙ÎÂ˙· ¯ÊÚÈ‰Ï È„Î Æ¢˙ÂÈÂÊ‰ È˘Ï˘Ó¢

3Æ ≠· ÍÎ Ì˘Ï ÌÈ¯ÊÚÂ ÏÈÚÏ ̄ ‡Â˙Ó˘ ÈÙÎ ‰ÁÎÂ‰‰ ̇ ÈÈ·· ÌÈ„ÈÓÏ˙‰ ̇ ‡ ÌÈÎÈ¯„Ó10ÏÚ Â¯ÈÂˆ˘ ÌÈ˘ÏÂ˘Ó 
Ï˘ ˙Â˘Ï˘· ÔÈÁ·‰Ï ÌÈ¯ÊÂÚ ÌÈÚ·ˆ‰ ÆÚ·ˆ Â˙Â‡ ÈÏÚ· Ì‰ ÌÈÙÙÂÁ ÌÈ˘ÏÂ˘Ó˘ ÔÙÂ‡· ÚÂ·ˆ Û˜˘

Æ¢ÌÈÈÂÒÈÎ¢·Â ¢ÌÈÁÂÂ¯¢· ÔÈÁ·‰Ï ˙¯ÊÂÚ ˙ÂÙÈ˜˘‰Â ¨ÌÈÙÙÂÁ ÌÈ˘ÏÂ˘Ó

∑ ¯ÂÈˆ

˙Â¯Â˜Ó ˙ÓÈ˘¯˙Â¯Â˜Ó ˙ÓÈ˘¯˙Â¯Â˜Ó ˙ÓÈ˘¯˙Â¯Â˜Ó ˙ÓÈ˘¯˙Â¯Â˜Ó ˙ÓÈ˘¯

Coxeter, H. S. M. (1969). Introduction to Geometry (pp. 23-25), New York: Wiley.

Hoyles, C. and Jones, L. (1998). Proof in dynamic geometry contexts. In C. Mammana and V. Villani

(Eds), Perspectives on the Teaching of Geometry for the Century. An ICMI Study (pp. 121-128),

Kluwer.

Penrose, R. (1953). Morley’s trisector theorem. Eureka 16: 6-7.

Richmond, H. W. (1939). Frank Morley. Journal of London Math Society 14: 73-78.

Stonebridge, B. R. (1995). A short Proof of Morley’s trisector theorem. Technical Report CSTR-95-018

(Dept. of Comp. Sc., Univ. of Bristol).
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B

C

 ¯ÂÈˆA1(a)

B

C

β
β

γ

γ

 ¯ÂÈˆA1(b)

B

C

β

γ

β

β

γ

γ

 ¯ÂÈˆA1(c)

‚ Ï˘ ‰ÎÂ˙ ˙¯ÊÚ· ˙ÈÂÂÊ ¢˘Ï˘Ó¢ ˙ÈÈ· ∫ß‡ ÁÙÒ˙ÈÓÈ„ ‰È¯ËÓÂ‡È
‰„Â˜Ù ÔÈ‡ ‰ÎÂ˙· ÆÏ‚ÂÏ ̇ ¯·Á Ï˘ ¢‰ÚÂ˙· ‰È¯ËÓÂ‡È‚¢ ‰ÎÂ˙· Â˘Ó˙˘‰ ÈÏ¯ÂÓ ËÙ˘ÓÏ ‰ÁÎÂ‰‰ ̇ ÈÈ··

 Â‰˘ÏÎ ÚË˜ ÏÚ ∫ÂÊ ‰ÏÂÚÙ ˙¯˘Ù‡Ó‰ ‰¯Â„ˆÂ¯Ù ÂÈ· ÍÎÈÙÏ Æ˙ÈÂÂÊ ¢È˘Ï˘Ó¢ ˙Â·Ï ˙¯˘Ù‡Ó‰BCÌÈÂ· 
 ≠·B ≠Â C ¯ÂÈˆ Â‡¯ ¨È„Ó ˙ÂÏÂ„‚ ‡Ï Í‡ ¨˙ÂÈ˙Â¯È¯˘ ˙ÂÈÂÂÊ A1(a) ˙ÂÈÂÂÊ‰ ˙‡ ÌÈˆÂÁ ÆB ≠Â C ¯ÂÈˆ© A1(b)®

 ˙ÂÈÂÂÊ‰ È‡ˆÁ ˙‡ ÌÈ˜È˙ÚÓÂC , B ¯ÂÈˆ© ¨˙ÂÓÈÈ˜‰ ˙ÂÈÂÂÊÏ „ÂÓˆ·Â ıÂÁ·Ó A1(c)˙ÈÂÂÊ ¯ÂˆÈÏ ‡È‰ ‰¯ËÓ‰ Æ®
Æ®¢‰˘ÏÂ˘¢˘ ‰ÏÂ„‚ ˙ÈÂÂÊ ÔÈÙÂÏÈÁÏ Â‡© ˙ÂÂ˘ ˙ÂÈÂÂÊ ˘ÂÏ˘Ó ˙·Î¯ÂÓ‰
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 ̇ ÂÈÂÊ‰ Ì‡C ,B ̄ ÓÂÏÎ© È„Ó ̇ ÂÏÂ„‚ ÔÈ‡ 2β + 2γ < 120˚ ‰„Â˜· ÌÈ˘‚Ù ÌÈÈÂˆÈ˜‰ ÌÈ¯˘È‰ ÈÊ‡ ®A ̄ ÂÈˆ© A2¨®

 ¯ÂÈˆA3

A

B

Cγ
γ

γ

β
β

β

 ¯ÂÈˆA2

 ˘ÏÂ˘Ó ÌÈÏ·˜ÓÂABC ˙ÂÈÂÂÊ‰ È˘Ï˘Ó ÌÚ C, B¨˙ÈÂÂÊ ˙ÈÈˆÁÂ ¯Á‡Ó© È˘ÙÂÁ ÔÙÂ‡· ¯Â¯‚Ï Ô˙È Ì˙Â‡˘ 
Æ®˙ÈÓÈ„‰ ‰¯È¯‚‰ ˙ÈÈˆÓ¯ÂÙÒ¯Ë È„È≠ÏÚ ˙Â¯Ó˘ ˙ÈÂÂÊ ˙˜˙Ú‰Â

 ˙ÈÂÂÊ‰ È˘Ï˘Ó ˙‡ ËË¯˘Ï ‰ÎÂ˙‰ ˙‡ ¢ÁÈ¯Î‰Ï¢ È˘Â˜ ˘È ÔÈÈ„ÚAÈÈÂÈ˘· „ÂÓÚ˙ ‡Ï ‰˜ÂÏÁÂ ‰„È„Ó© 
 Ì‡ ÈÎ ÚÂ„È ¨ÌÏÂ‡Â Æ®‰¯È¯‚A = 3α ÈÊ‡ 3α + 3β + 3γ = 180˚

 ¨ÍÎ Ì‡α = 60˚ – (β + γ)Æ
 ̇ · ̇ ÈÂÂÊ ÌÈÂ· ̈ ÔÎÏ60˚ ̇ ‡ ÂÊ ̄ Á‡ ÂÊ· ‰ÓÓ ÌÈ¯ÒÁÓÂ β ≠Â γ ̄ ÂÈˆ© A3 ̇ ÈÂÂÊ‰ ̇ ˜˙Ú‰ È„È≠ÏÚ ®β ≠Â γ‰˙Ú Æ

 ̇ ‡ ÌÈÈÓÚÙ ÌÈ˜È˙ÚÓ60˚ – (β + γ) „Â˜„Â˜· ̆ ÏÂ˘Ó‰ ÍÂ˙· A˙¯È¯‚ È„È≠ÏÚ ‰¯Âˆ‰ ÏÎ ÌÚ ÂÚÂÈ ¢ÌÈ˘Ï˘Ó¢‰ Æ
B Â‡ CÆ
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ÏÚ ‰ÁÎÂ‰  ∫ß· ÁÙÒ≠‰·Î¯‰Â ˜Â¯ÈÙ È„È
¯˘È ̆ ÏÂ˘Ó ÔÂ˙ ÆÒ¯Â‚˙ÈÙ ËÙ˘Ó Ï˘ ̄ ˘˜‰· ÂÏ ̇ Â¯ÎÂÓ Û¯ˆ˙ ̇ ·Î¯‰Â ̃ Â¯ÈÙ Ï˘ ‚ÂÒÓ ̇ ÂÈÏ‡ÂÊÈÂ ̇ ÂÁÎÂ‰

 ¯ÂÈˆ© ˙ÈÂÂÊB1 ¯ÂÈˆ· ÂÓÎ Ì˙Â‡ ÌÈ¯„ÒÓÂ ÂÏ˘ ÌÈ‰Ê ÌÈ˜˙Ú‰ ‰˘ÂÏ˘ ÌÈÂ· ¨®B2ÂÓÎ Ì˙Â‡ ¯„ÒÏ Ì‚ ¯˘Ù‡ Æ
 ¯ÂÈˆ·B3Æ

 ÌÈ¯ÂÈˆ· ÌÈÚÂ·ˆ‰ ÌÈÚÂ·È¯‰B3, B2˙ÂÁ‰ Â˘Ú Ì‡‰ øËÙ˘Ó‰ ˙ÁÎÂ‰ È‰ÂÊ ÚÂ„Ó ÆÌÈÂÂ˘ ˙ÂÈ‰Ï ÌÈ·ÈÈÁ 
 ¯ÂÈˆ· ÚÂ·È¯‰ ÈÎ Ï˘ÓÏ© øÔ‰˘ÏÎB2Ï˘ ˙Â·Î¯‰‰ È˙˘ ÍÎÈÙÏ Æ˙‡Ê ¯˘‡Ï ˙ÂÏ˜· Ô˙È ¨®ÚÂ·È¯ ÔÎ‡ ‡Â‰ 
Æ‰Ù˜˙ ‰ÁÎÂ‰ ˙ÂÂ‰Ó ÌÈ˘ÏÂ˘Ó‰
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�

 ¯ÂÈˆB1

 ¯ÂÈˆB2

 ¯ÂÈˆB3


